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摘要：在海洋动力系统的数值模拟中，海洋资料同化是一种能够有效融合多源海洋观测资料和数值

模式的方法。它不仅可以显著地提高数值模拟的效果，构造海洋再分析资料场，还能有效减少海洋和

气候预报时模式初始条件的不确定性。因此，海洋资料同化对于海洋研究和业务化应用具有非常重

要的意义。资料同化方法的研究一直是大气、海洋科学的热门课题之一。其中，集合卡尔曼滤波器

（ＥｎＫＦ）是一种有效的资料同化方法，自提出以来经过了２０多年的发展和改进，已经在海洋资料同化

中得到了广泛的研究和应用。近年来，随着动力模式的不断发展和计算能力的提高，粒子滤波器由于

不受模型线性和误差高斯分布假设的约束，也逐渐成为了当前资料同化方法研究的热点。本文分析

和总结了目前关于集合卡尔曼滤波器和粒子滤波器的一些最新理论研究结果，在贝叶斯滤波理论的

框架下讨论了这两类算法的关联和区别，以及各自在资料同化实践中的优势和不足。在此基础上，我

们探讨了粒子滤波器应用于海洋模式资料同化的主要困难和目前可行的一些解决方法，展望了集合

资料同化方法研究的新趋势，为集合资料同化方法的进一步发展和应用提供理论基础。
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１　引言

资料同化（ＤａｔａＡｓｓｉｍｉｌａｔｉｏｎ，也称数据同化）是

一种能够有机结合数值模式和观测这两种海洋学研

究基本手段的方法。资料同化的核心思想是在动力

学模式的运行过程中不断地融合新的观测信息，以达

成改进模式初值、优化模式参数、改进模式分析和预

报效果的目的。通过引入资料同化，不仅能够有效地

提高海洋模拟效果，减少海洋和气候预报初始条件的

不确定性，还能够为缺少海洋观测的深海和边缘海提

供再分析资料［１—２］，为海洋观测计划和数值预报模式

物理量及参数等提供设计依据。因此海洋资料同化

在现代物理海洋学的研究中占据了非常重要的

地位［３—４］。



目前，资料同化方法主要分为两类：变分方法

（Ｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｍｅｔｈｏｄ）和序贯方法（Ｓｅｑｕｅｎｔｉａｌｍｅｔｈ

ｏｄ）。变分方法包括三维变分（３ＤＶＡＲ）和四维变分

（４ＤＶＡＲ）
［５—６］，其主要特点是利用数值最优化算法

求解目标函数的最小化问题。而以集合卡尔曼滤波

器（ＥｎｋＦ）
［７］为代表的序贯方法则是基于统计估计理

论［８］的递归方法。所谓的序贯（一般也翻译为顺序），

指的是在每次有观测的时刻就利用显式的更新公式

进行一次同化，然后再将所得的分析场作为下一次预

报的初始场。这两类方法在大气、海洋等诸领域都已

经取得了巨大的成功［９—１１］。这里我们主要关注集合

卡尔曼滤波器［７，１２］，相比于变分方法，其优点在于无

需发展四维变分同化算法要求的切线性和伴随模式，

在同化时也考虑预报误差的动力演变，并且可以显式

地提供集合预报的初始扰动，因此近年来随着计算条

件的改善已得到了广泛的应用，也成为当前资料同化

方法研究的热点［１３—１４］。

另一方面，粒子滤波器（ＰａｒｔｉｃｌｅＦｉｌｔｅｒ）也是一种

集合资料同化方法，它在动力系统的状态估计中有着

非常广泛的应用。相比于集合卡尔曼滤波器，粒子滤

波器算法不受模型状态变量和误差高斯分布假设的

约束，可以用于任意非线性非高斯的动力系统。它通

过采样方法近似表示模式状态场的概率分布密度函

数，能更好地同化非高斯信息。但是受限于滤波退化

等问题，粒子滤波器一直没有在海洋资料同化领域得

到较大关注。近年来，随着粒子滤波器被成功应用于

一些高维动力系统的资料同化［１５—１６］，粒子滤波器开

始成为当前资料同化算法研究的一个热门方向［１７］。

本文在第二部分简要介绍了集合卡尔曼滤波器

和粒子滤波器的研究背景。第三部分在贝叶斯滤波

的统一框架下推导了集合卡尔曼滤波器和粒子滤波

器的算法，并从理论和实践两方面指出了两者的优势

和不足。第四部分主要介绍了粒子滤波器算法研究

的最新进展和主要挑战，最后则是对集合资料同化方

法的总结和展望。

２　集合卡尔曼滤波器和粒子滤波器的

研究背景

　　集合卡尔曼滤波器是在卡尔曼滤波器的基础上

发展起来的。对于线性的模式和高斯分布的噪声系

统，经典的卡尔曼滤波器给出了精确的最优解［１８］。

而对于非线性的模式，最直接的处理方法是将卡尔曼

滤波器应用于该模式的一阶线性化近似，得到相应的

近似解，这种方法被称为扩展卡尔曼滤波器（ＥＫＦ）。

实际上，无论是经典的卡尔曼滤波器还是扩展卡尔曼

滤波器，都需要在更新系统状态场的同时，计算和保

存背景场的误差协方差矩阵，这在状态场空间维数非

常巨大的海洋模式资料同化中是难以实现的。同时，

扩展卡尔曼滤波器中的线性化过程会引起很大的截

断误差，造成同化结果的偏差。这几点都极大地妨碍

了扩展卡尔曼滤波器在实际海洋资料同化中的应用。

Ｅｖｅｎｓｅｎ于１９９４年提出了集合卡尔曼滤波器
［７］，

通过采用蒙特卡洛的思想来避免模式线性化和直接

计算预报误差协方差的困难。集合卡尔曼滤波器在

算法上的最大突破是引入了集合的概念，即通过多次

积分模式来得到预报集合，并使用预报集合的经验协

方差来更新所有的集合成员，得到分析集合。经验协

方差是一个统计上的概念，指的是根据有限的样本计

算得到的协方差矩阵。当集合成员的数目趋于无穷

的时候，可以证明预报集合的经验协方差趋向于预报

误差协方差的真值。一方面，集合卡尔曼滤波器通过

积分完整的非线性模式来进行预报，避免了截断误差

的产生；另一方面，集合卡尔曼滤波器使用实时计算

的经验协方差矩阵来代替卡尔曼滤波器公式中出现

的预报误差协方差矩阵，避免了协方差矩阵的储存和

更新，以及伴随而来的巨大运算量。由于集合卡尔曼

滤波器的提出，卡尔曼滤波器的思想得以应用于大型

海洋模式的资料同化。在此之后，基于相同的集合化

思想，一系列集合卡尔曼滤波器的衍生算法也相继被

提出，如集合转移卡尔曼滤波器（ＥＴＫＦ）
［１９］，集合调

整卡尔曼滤波器（ＥＡＫＦ）
［２０］，集合平方根滤波器（Ｅｎ

ＳＲＦ）
［２１］等。这些方法虽然基于不同的角度来推导状

态场和误差协方差矩阵的更新公式，但归根结底还是

都使用了经典卡尔曼滤波器。

在此基础上，一些新的方法和技巧也陆续被引入

来改善集合卡尔曼滤波器及其衍生方法在实际同化

中的表现。比如，协方差松弛（ｃｏｖａｒｉａｎｃｅｉｎｆｌａｔｉｏｎ，也

被称为协方差膨胀）技术被引入来改变集合的离散

度，从而解决因集合成员数目较少或者模式误差的影

响而产生的协方差矩阵低估问题［２２］。协方差的松弛

系数最初使用的是根据经验给定的固定参数。但在

近几年，一系列选择自适应松弛系数的方法也得到了

很大的发展［２３—２４］。在集合卡尔曼滤波器的同化实践

中，模式的初值、大气外强迫、模式开边界和河流输入

等因素的扰动会在很大程度上影响集合的离散程度，

一些研究也表明使用这些扰动构成预报集合能大大
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改善集合卡尔曼滤波器的同化效果［２５］。

集合卡尔曼滤波器及其衍生方法能成功应用于

大型海洋模式，另一个很主要的原因是局地化策

略［２６］的应用。一般来说，对于空间上不稳定的动力

系统，分析格式并不能修正距观测距离较远的格点处

的误差，相反，由于分析空间范围过大，反而会在距离

较大的格点之间产生虚假的相关性。局地化策略相

当于在观测周围区域内的一个低维子空间内进行分

析，使得观测不再影响给定距离之外的格点。通过引

入局地化，除了能够避免上述的虚假相关性以外，还

能大大减少预报误差协方差矩阵的非零元素数目，降

低分析的运算量。所以，局地化方案的选取和局地化

参数的设置对于集合卡尔曼滤波器的同化效果具有

很大的影响，其理论研究在同化领域仍然是热门

方向［２７—２８］。

集合卡尔曼滤波器目前在国际上得到了广泛的

研究和应用。加拿大气象中心于２００５年最先在其全

球集合预报系统中采用了业务化的集合卡尔曼滤波

器来提供预报的初始条件［２９］。ＷＷＲＰ／ＴＨＯＲＰＥＸ

国际计划于２００８年在阿根廷的布宜诺斯艾利斯开展

了“比较集合卡尔曼滤波器和四维变分”的专题研讨。

该研讨会通过将集合卡尔曼滤波器与当前主流业务

化预报系统中采用的四维变分方法进行比较，进一步

地阐明了集合卡尔曼滤波器方法的业务化前景［３０］。

另外，挪威２０１０年基于ＨＹＣＯＭ海洋模式，利用Ｅｎ

ＫＦ方法建立了北大西洋海洋预报系统
［３１］。美国

ＮＯＡＡ／ＧＦＤＬ基于 ＭＯＭ４模式，利用ＥｎＫＦ方法建

立了全球气候分析与预报系统［３２］。

虽然集合卡尔曼滤波器及其衍生算法都得到了

广泛的关注和认可，但是有必要指出卡尔曼滤波公式

本身采用的一些假定实际上限制了上述方法的同化

效果。如前述，只有在保证数值模式为线性模式，并

且预报误差和观测误差都是高斯分布的前提下，卡尔

曼滤波器才提供最优的解。卡尔曼滤波器的公式本

身只包含状态场的平均值和协方差信息，它实际上默

认了公式中涉及到的所有误差（预报误差和观测误

差）都是呈高斯分布的。而一个简单的事实是，模式

的非线性会不可避免地将误差的分布变成非高斯分

布［３３］。对集合卡尔曼滤波器的渐近分析也表明，即

使同化系统中的预报初值误差和观测误差都是高斯

分布的，分析集合的经验分布也会趋向于一个错误的

极限———即与一般的贝叶斯滤波器的极限不同（贝叶

斯滤波理论将在第三部分展开讨论）。换句话说，即

使我们的计算资源无限，集合卡尔曼滤波器也无法保

证获得最可靠的分析。在此背景下，集合卡尔曼滤波

器以外的非线性集合同化方法在近些年得到了迅速

发展［３３—３４］，其中一类典型的方法就是粒子滤波器。

相比于集合卡尔曼滤波器，粒子滤波器不受模型

状态变量和误差高斯分布假设的约束，可以用于任意

非线性非高斯的动力系统。因此粒子滤波器从２１世

纪初开始就被广泛应用于地球系统数据同化［３５—３６］，

并成为了一个热门的研究方向。实际上，粒子滤波器

并不是一种很新的概念。早在２０世纪５０－６０年代，

Ｈａｍｍｅｒｓｌｅｙ等就提出了一种称为序贯重要性采样的

蒙特卡洛方法［３７］，它的基本原理是通过离散的随机

样本逼近状态场的概率分布密度函数。但是，由于计

算复杂性和样本退化的问题，该方法在相当长的一段

时间内没有取得多大的进展。直到１９９３年Ｇｏｒｄｏｎ

等提出了重取样的概念［３８］，在一定程度上克服了算

法的退化问题，才出现了第一个真正可行的序贯蒙特

卡洛方法。该方法称为自助式粒子滤波器，被公认为

是现代粒子滤波器的基石［３９］。所谓的粒子实际上就

是用来近似表示概率分布密度函数的样本，这和集合

卡尔曼滤波器中的集合成员是相对应的概念。粒子

滤波器利用观测来更新粒子的权重，并通过加权来逼

近后验概率分布密度。最初的序贯重要性采样使用

转移概率密度函数作为重要性采样函数，在每一次观

测更新的时刻利用递推关系来改变各个粒子的权重，

但不改变粒子本身的数值。随着迭代次数的增加，几

乎肯定会出现粒子退化的问题。粒子退化指的是这

样一种情况：随着同化的进行，少数粒子逐渐占据了

几乎所有的权重，而大部分粒子的权重则基本可以忽

略不计。如果出现了粒子退化，大量的计算成本会被

用于更新对概率分布密度函数的贡献几乎为零的粒

子，造成无法承受的运算负担。而过低的有效样本率

也会导致后验估计的精度完全不可靠，无法改善预报

的效果。自助式粒子滤波器实际上就是在序贯重要

性采样的基础上加入了重取样过程，因此也被称为重

取样粒子滤波器（ＳＩＲＰＦ）。重取样的基本思想是根

据后验分布中的各粒子权重重新分配粒子集，将权重

较大的粒子复制多份，同时消除权重很小的粒子。在

这个过程中粒子的总数保持不变，最后得到的是等权

重的粒子集。重取样的依据是粒子的权重，具体的实

施方法有很多种，包括多项式重取样、残差重取样、系

统重取样等［４０］。总之，通过重取样，可以消除权重较

小的粒子，避免退化的发生。但是这样的处理也会导
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致重取样后的粒子几乎都是少数几个粒子的后代，粒

子的多样性明显减弱，不能充分表征后验概率密度函

数，该现象称为粒子贫化问题。为解决贫化问题，Ｋｏ

ｔｅｃｈａ和Ｄｊｕｒｉｃ提出了高斯粒子滤波器（Ｇａｕｓｓｉａｎｐａｒ

ｔｉｃｌｅｆｉｌｔｅｒ）及高斯和粒子滤波器（Ｇａｕｓｓｉａｎｓｕｍｐａｒｔｉ

ｃｌｅｆｉｌｔｅｒ）
［４１—４２］，Ｘｉｏｎｇ等提出了后验高斯重取样的粒

子滤波器［４３］，Ｎａｋａｎｏ等提出了融合粒子滤波器
［４４］，

这些方法对于抑制贫化都起到了一定的效果。

对于维数较小的模式和同化系统，重取样过程能

够解决粒子的权重退化问题。但对于海洋模式资料

同化中涉及的高维模式，结果并没有那么乐观。Ｓｎｙ

ｄｅｒ等系统地研究了粒子滤波中的退化问题，并且指

出：为了防止粒子的权重发生退化，粒子的数目必须

随着状态空间的维数而指数增长，即使是引入了重取

样过程，也无法从根本上解决粒子数目需要随系统维

数增长的难题［４５］。对于海洋模式资料同化中的高维

模式来说，这样的计算量显然是难以接受的。简而言

之，“维数灾难”（ｃｕｒｓｅｏｆｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｉｔｙ）
［４６］问题是粒

子滤波器应用于实际大气海洋研究中的高维模式的

最大障碍。ＶａｎＬｅｅｕｗｅｎ详细总结了高维模式系统

资料同化中的粒子滤波算法，在重申了维数困难的前

提下，也列出了几种已知可行的粒子滤波器，如引导

粒子滤波器、边际粒子滤波器、辅助粒子滤波器

等［３６］。大体上来看，目前主要的努力方向仍然在序

贯重要性取样和重取样的结合方法上面。

最初提出的序贯重要性取样使用转移密度函数

作为重要性取样函数（也叫做建议分布密度），也就是

说直接利用前一步的粒子进行预报，将预报的结果不

加处理地作为新的粒子。这种情况下，算法本身不改

变粒子的数值，而只是利用粒子与观测的相近程度更

新权重。当状态场空间的维数很大时，很容易由于粒

子与观测的差别太大而无法获取有意义的权重，这就

是退化现象。相对地，如果使用一个依赖于观测值的

建议分布来产生新的粒子，就可以人为地使粒子更接

近观测值，避免计算得到的权重过小，在一定程度上

也能够降低退化发生的几率。基于此前提可以得到

最优建议分布。需要注意的是，这里的“最优”并不是

指同化的效果最优，而是指根据这种建议分布下产生

的粒子计算出来的权重的方差最小，能最大限度地避

免退化的发生［４７］。在绝大多数情况下，这种最优建

议分布无法解析求得，目前热门的方法都是在试图去

近似表示这个最优建议分布。这些方法在第四部分

具体阐述。

３　贝叶斯理论框架下的集合卡尔曼滤

波和粒子滤波

　　资料同化在数学上是动力学系统的状态估计问

题，由状态空间方法描述。状态空间模型分为状态预

报模型和观测模型两部分，二者在资料同化系统中又

分别被称为模式算子和观测算子。模式算子对应着

数值模式，在不同的动力学系统中可以分别是大气模

式、海洋模式、陆面过程模式或水文模式等。模式算

子描述的是状态变量场随时间的演变，一般情况下可

以将它理解成为一个“黑匣子”，利用给定的初值和外

强迫场得到具有一定准确性的预报场。观测算子则

描述了状态场和观测资料的对应关系：对于直接观测

来说，一般需要使用空间插值的方法将模式的网格点

投影到观测点；而对于遥感等非直接观测来说，也可

能需要使用非线性的观测模型来将状态变量和观测

变量相关联，比如遥感辐射传输模型。状态空间模型

可以用以下公式描述：

狓犽 ＝犳（狓犽－１）＋η犽－１， （１）

狔犽 ＝犺（狓犽）＋ζ犽， （２）

式中，狓犽代表离散时间狋犽上的状态变量场，狔犽代表相

同时刻的对该状态场的观测。η和ζ分别代表了随机

的模式误差和观测误差，二者的概率分布密度函数可

以是任意形式的（但在很多情况下两者都被假设为高

斯分布），并且假设两者互不相关。

贝叶斯理论是集合滤波资料同化方法的理论基

础。基于贝叶斯理论的贝叶斯滤波器从原理、方法和

符号系统上为序贯资料同化方法提供了一个统一的

框架［４８—４９］。贝叶斯滤波器以概率分布密度函数为对

象，其目标是：在初始状态场的概率分布密度函数

狆（狓０）为已知的前提下，利用模式算子式（１）和观测

算子式（２）递归地更新状态场的后验概率分布密度函

数狆（狓犽狘狔１：犽），其中狔１：犽代表从时刻狋１到狋犽的所有观

测，狓犽狘狔１：犽意味着利用所有这些观测信息对狓犽作出

的估计。贝叶斯滤波器的基本前提有两个：第一，模

式状态服从一阶 Ｍａｒｋｏｖ过程狆（狓犽狘狓０：犽－１）＝狆（狓犽狘

狓犽－１），也就是说每一步预报的结果只依赖于预报初

值，与历史状态场不相关；第二，观测值与模式当前状

态场相互独立。

递归贝叶斯滤波器的每个滤波循环分为两

步———预报和更新。其中的预报过程利用前一时刻

状态场的后验概率分布密度函数狆（狓犽－１狘狔１：犽－１）得到

当前时刻的先验概率分布密度函数狆（狓犽狘狔１：犽－１）。
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假设狆（狓犽－１狘狔１：犽－１）已知，根据 Ｍａｒｋｏｖ过程转移密

度的ＣｈａｐｍａｎＫｏｌｍｏｇｏｒｏｖ方程，下一时刻状态场的

先验概率分布密度为［５０］：

狆（狓犽狘狔１：犽－１）＝∫狆（狓犽狘狓犽－１）狆（狓犽－１狘狔１：犽－１）ｄ狓犽－１，
（３）

式中，狆（狓犽狘狓犽－１）称为转移概率密度函数，等价于模

式误差的概率表达。当模式误差取成式（１）中的加法

噪声形式时，可以简单地认为：

狆（狓犽狘狓犽－１）＝狆（狓犽－犳（狓犽－１））， （４）

这也是η的概率分布密度函数。先验概率分布密度

函数刻画了我们仅根据模式而不利用观测信息得到

的知识，其分布密度函数仅与模式初值和模式误差的

分布相关。而更新过程（在同化术语中一般称为分

析）通过整合观测信息来更新状态场，得到后验概率

分布密度。根据贝叶斯定理，系统状态的后验概率分

布密度函数为：

狆（狓犽狘狔１：犽）＝
狆（狔犽狘狓犽）狆（狓犽狘狔１：犽－１）

犃
， （５）

式中，犃 ＝ 狆（狔犽 狘狔１：犽－１）＝∫狆（狔犽 狘狓犽）狆（狓犽 狘
狔１：犽－１）ｄ狓犽是一个归一化因子。狆（狔犽狘狓犽）一般称为似

然函数，实际上刻画了观测误差的概率表达，在加法

噪声式（２）的条件下，其定义为：

狆（狔犽狘狓犽）＝狆（狔犽－犺（狓犽））． （６）

　　公式（３）和（５）完整地表达了序贯资料同化方法

的贝叶斯递归滤波形式：即模式系统的动态演进和观

测信息的不断融合，在考虑模型和观测误差的基础

上，不断地更新对系统状态的估计。贝叶斯滤波从原

理上为各种资料同化方法勾勒了一个统一的框架，集

合卡尔曼滤波器和粒子滤波器的具体算法都可以在

此基础上得到。

３１　集合卡尔曼滤波器

如果假设式（５）中先验概率分布密度函数、似然

函数和后验概率分布密度函数为协方差矩阵分别为

犘犳 、犚和犘犪 的多维正态分布，展开式（５）并对公式两

边取对数，再使得犘犪 最大化，可以得到如下的目标函

数

犑（狓）＝
１

２
（狓－狓犳犽）

Ｔ（犘犳）－１（狓－狓犳犽）＋

１

２
［狔犽－犺（狓）］

Ｔ犚－１［狔犽－犺（狓）］． （７）

　　这与从线性无偏估计得到的三维变分的目标函

数相同［５］。为了方便表示，式（７）中使用狓犳犽 代替先验

的状态场狓犽狘狔１：犽－１ 。由式（７）很容易推导出经典卡

尔曼滤波器的分析公式：

狓犪犽 ＝狓
犳
犽＋犓［狔犽－犺（狓犳犽）］， （８）

犓＝犘犳犎
Ｔ（犎犘犳犎Ｔ

＋犚）－
１， （９）

式中，犎为犺的线性化算子（公式（７）～（９）的具体推

导见附录１）。

集合卡尔曼滤波器中采用了集合的概念，预报集

合中的每一个成员实际上是通过对不同的初值进行

积分得到的。使用预报场的集合成员可以计算其经

验协方差矩阵，即

狓犳犽 ＝
１

犖
犖

犻＝１

狓犳
，犻
犽 ， （１０）

犘^犳犽 ＝
１

犖－１
犖

犻＝１

（狓犳
，犻
犽 －狓

犳
犽）（狓犳

，犻
犽 －狓

犳
犽）
Ｔ， （１１）

式中，用狓犳
，犻
犽 表示预报集合的第犻个集合成员，集合成

员的总数记为犖。显然当犖趋向于无穷时，由于狓犳犽

趋向于真实的状态场，^犘犳犽 的值趋向于真实的预报误

差协方差犘犳犽 。集合的引入以多次运行模式的代价避

免了由协方差矩阵更新带来的巨大储存量和计算量。

同时，通过使用完整的非线性动力模式，也解决了扩

展卡尔曼滤波器中模式算子的线性化难题。更进一

步地，为了处理观测算子非线性的情况，式（９）中的各

项可以用以下表达式代替［５１］：

犘犳犎Ｔ
≡

１

犖－１
犖

犻＝１

（狓犳
，犻
犽 －狓

犳
犽）［犺（狓犳

，犻
犽 ）－犺（狓犳犽）］

Ｔ，

（１２）

犎犘犳犎Ｔ
≡

１

犖－１
犖

犻＝１

［犺（狓犳
，犻
犽 ）－犺（狓犳犽）］［犺（狓犳

，犻
犽 ）－

犺（狓犳犽）］
Ｔ， （１３）

式中，犺（狓犳犽）＝
１

犖
犖

犻＝１

犺（狓犳
，犻
犽 ）。这里使用数学上的等

价符号“≡”而非等号，主要是因为式（１２）和（１３）并没

有数学上严格的证明，而只是一种比较有效的近似。

Ｔａｎｇ等针对非线性较强的观测算子犺，利用数学上

的推导改进了上述公式（主要的区别在于使用犺（狓犳犽）

代替式（１２）和（１３）中的犺（狓犳犽）），他们证明了当犖 较

大时，新公式的同化效果会明显好于式（１２）和（１３）的

方案［５２］。该方案也已经在复杂模式中得到了应

用［５３］。

集合卡尔曼滤波器使用由样本计算的经验协方

差犘^犳犽 来代替经典卡尔曼滤波器中用到的预报误差协

方差犘犳 ，并使用替换后的公式来更新每一个集合成

员如下：
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狓犪
，犻
犽 ＝狓

犳，犻
犽 ＋犓［狔

犻
犽－犺（狓犳

，犻
犽 ）］　（犻＝１，２，…，犖），

（１４）

式中，狔
犻
犽＝狔

狅
犽＋狏犻，狏犻是服从正态分布犖（０，犚）的随

机样本。然后，这个分析集合的所有成员都将作为初

值，进一步地产生下一时刻的预报集合。

３２　粒子滤波器

与集合卡尔曼滤波器中采用的高斯分布假设不

同，粒子滤波器使用一系列粒子的加权和来表示各阶

段的概率分布，并且直接使用贝叶斯滤波式（３）和（５）

来进行预报和分析。假设前一时刻的后验概率分布

密度函数可以表示为如下形式：

狆（狓犽－１狘狔１：犽－１）＝
犖

犻＝１

狑犻犽－１δ（狓犽－１－狓
犻
犽－１），（１５）

式中，δ是ＤｉｒａｃＤｅｌｔａ函数，狑
犻
犽－１是粒子狓

犻
犽－１对应的

权重。那么狋犽 时刻的先验概率分布密度函数可根据

式（３）得到，利用ＤｉｒａｃＤｅｌｔａ函数的性质，可知：

狆（狓犽狘狔１：犽－１）

＝∫狆（狓犽狘狓犽－１）
犖

犻＝１

狑犻犽－１δ（狓犽－１－狓
犻
犽－１）ｄ狓犽－１

＝
犖

犻＝１

狑犻犽－１狆（狓犽狘狓
犻
犽－１）， （１６）

这是一个以狓犽 为变量的连续概率分布密度函数，由

｛狆（狓犽狘狓
犻
犽－１），犻＝１，２，…，犖｝这一组基构成。接下

来使用式（５）进行分析，把式（１６）代入，就可以得到后

验概率分布密度函数如下：

狆（狓犽狘狔１：犽）＝
１

犃
犖

犻＝１

狑犻犽－１狆（狔犽狘狓犽）狆（狓犽狘狓
犻
犽－１）．

（１７）

　　这依然只是一个连续的分布密度函数，我们需要

对其取样来得到与式（１５）对应的δ函数的有限组合

形式。理论上，我们需要根据一个建议分布狇（狓犽）来

取样得到新的粒子狓犻犽 ，也就是说令狇（狓犽）＝
犖

犻＝１

δ（狓犽

－狓
犻
犽），那么式（１７）可以改写为：

狆（狓犽狘狔１：犽）

＝
１

犃
犖

犻＝１

狑犻犽－１
狆（狔犽狘狓

犻
犽）狆（狓

犻
犽狘狓

犻
犽－１）

狇（狓
犻
犽）

δ（狓犽－狓
犻
犽）．

（１８）

　　假定每一个贝叶斯滤波循环中的权重之和都为

１，那么因子犃可以看作是一个归一化因子。因此，权

重的递归关系可以表示为：

狑犻犽 ∝狑
犻
犽－１
狆（狔犽狘狓

犻
犽）狆（狓

犻
犽狘狓

犻
犽－１）

狇（狓
犻
犽）

， （１９）

该式中的正比符号意味着需要一个归一化过程使得

等式的两边相等。

最经典的粒子滤波器选用转移密度函数作为建

议分布，即狇（狓）＝狆（狓狘狓
犻
犽－１），在此情况下式（１９）可

以简化为如下形式：

狑犻犽 ∝狑
犻
犽－１狆（狓

犻
犽狘狓

犻
犽－１）． （２０）

　　也就是说，仅使用似然函数的值就能够更新每个

粒子的权重。

基础的粒子滤波器算法不需要使用类似集合卡

尔曼滤波器中的预报场（狓犳 ）和分析场（狓犪）这两套

不同的符号来区别分析前后的粒子。这是因为先验

的粒子（狓犽狘狔１：犽－１）和后验的粒子（狓犽狘狔１：犽）在数值

上并没有发生变化，变化的仅仅是两者的权重。这一

点也是退化问题发生的根源。为了处理退化问题，

Ｇｏｒｄｏｎ等
［３８］引入了重取样过程，将其应用于式（２０）

对应的权重更新之后的加权集合 ｛狓犻犽，狑
犻
犽｝。借用

ＶａｎＬｅｅｕｗｅｎ
［３６］综述论文中的示意图（图１），可以很

清楚地看出重取样过程的实质就是根据权重的大小

重新分配样本。图中黑点的大小代表了粒子的权重，

图１ａ由于没有采用重取样过程，很快就会发生所有

权重集中在同一个粒子上的退化现象；而图１ｂ在求

得权重之后，将权重较大的粒子复制多份，同时消除

权重较小的粒子，使用这样的粒子集进行预报和更新

就不容易产生退化。重取样算法有很多种，但其基本

原则大致相同［４０］，加入重取样的基本粒子滤波器也

常常被叫做重取样粒子滤波器。

３３　集合卡尔曼滤波器和粒子滤波器的关联和比较

如前面所述，贝叶斯滤波理论提供了一个统一的

框架，各种资料同化方法都可以由此推出。粒子滤波

器通过蒙特卡洛的思想直接应用贝叶斯滤波理论，当

粒子数目趋向于无穷的时候，它可以收敛到贝叶斯滤

波器的结果［５４］。而集合卡尔曼滤波器则不同，它采

用了高斯近似来逼近贝叶斯滤波器的结果。也就是

说，集合卡尔曼滤波器衍生的方法预先假定了贝叶斯

式（３）和（５）中涉及到的所有概率分布密度都是高斯

分布的。理论研究证明：在一个分析循环中，只要模

式是非线性的，即使初始场、模式噪声和观测噪声都

服从高斯分布，当集合尺寸犖趋于无穷时，预报集合

和分析集合的分布密度函数也都会趋向于错误的极

限［５５］。也就是说两个集合的极限分布会不同于贝叶

斯预报场式（３）和贝叶斯分析场式（５）的分布。关于

这一点有非常严密的数学证明，但是最直观的解释还

是因为模式的非线性会不可避免地带来分布的非高
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斯性。所以高斯分布的初始集合加上高斯噪声会产

生非高斯的预报集合，然后使用预报集合的高斯近似

进行分析，也会导致后验分布的偏差。该理论指出的

是集合卡尔曼滤波器类的方法在同化效果上的极限，

即在集合成员数目足够多时，集合卡尔曼滤波器的同

化效果会逐渐趋于一个不正确的稳定结果。

图１　粒子滤波器中的粒子退化与重取样示意图
［３６］

Ｆｉｇ．１　ＴｈｅｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｆｏｒｆｉｌｔｅｒｄｅｇｅｎｅｒａｃｙａｎｄｒｅｓａｍｐｌｉｎｇｉｎＳＩＲＰＦ
［３６］

黑点代表粒子，点的大小代表权重大小

Ｂｌａｃｋｄｏｔｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓｔｈｅｐａｒｔｉｃｌｅ，ｔｈｅｓｉｚｅｏｆｄｏｔｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓｔｈｅｗｅｉｇｈｔｖａｌｕｅ

　　目前在集合资料同化方法的研究中，集合卡尔曼

滤波器相较于粒子滤波器得到了更多的关注和应用，

其最主要的原因是由于集合卡尔曼滤波器及一系列

的衍生方法所需要的计算成本较小。这里的计算成

本主要体现在集合成员数量上。以前面介绍的集合

卡尔曼滤波器和重取样粒子滤波器为例，一般来说，

即使对于状态空间场维数巨大的数值模式，集合卡尔

曼滤波器使用１０～１００个左右的集合成员就能保证

较好的同化效果［５６］。而相比较而言，重取样粒子滤

波器需要非常大的集合来防止发生退化。更糟的是，

在重取样粒子滤波器中这个数目还会随着问题的维

数而增长。Ｂｏｃｑｕｅｔ等
［３３］和Ｎａｋａｎｏ等

［４４］使用了洛伦

茨６３（Ｌ６３）模式
［５７］和洛伦茨９６（Ｌ９６）模式

［５８］对这两

种方法进行了一系列的比较。结果表明，对于只有３

维的Ｌ６３模式，重取样粒子滤波器需要２００个左右的

集合成员来使得同化结果的均方根误差（ＲＭＳＥ）明

显小于集合卡尔曼滤波器；而对于１０维和４０维的

Ｌ９６模式，则分别需要１００００和３００００以上的集合

成员数才能确保重取样粒子滤波器的优势。

两者比较的结论：集合卡尔曼滤波器非常适用于

状态空间维数巨大的动力系统，即使集合成员的数目

比较小，该方法也能够给出后验分布的前两阶统计矩

（均值和协方差）的合理估计。再加上集合卡尔曼滤

波器可以采纳局地化方案以抑制长距离的虚假相关，

进一步地避免了发生类似粒子滤波器中的退化。与

之相比，重取样粒子滤波器更适合于维数较小的强非

线性系统，它能够突破高斯假设的限制，达到更好的

同化效果。一旦系统的维数增加，“维数灾难”问题将

直接导致重取样粒子滤波器的计算成本无法负担。

因此尽管有不少文章对重取样粒子滤波器与集合卡

尔曼滤波器进行比较，但是在实际高维海洋模式的资

料同化中，重取样粒子滤波器是无法使用的［４５］。如

何在高维的模式系统中使用粒子滤波器仍然是一个

极具挑战性的问题，是当前集合资料同化方法研究的

热门方向［２９，３１］。目前的研究表明，在粒子滤波器算法

中采用观测依赖的建议分布，能够极大地降低权重退

化的几率，降低运算成本，这也是当前粒子滤波器研

究的热门方向。

４　粒子滤波器算法的新进展和研究重点

由３．２可知，所有的粒子滤波器都基于使用Ｄｉ

ｒａｃＤｅｌｔａ函数的加权和形式来表示完整的概率分布

密度函数，但是权重的更新公式根据不同的算法又各

有不同。这是因为更新公式（１８）中涉及的建议分布

７３期　沈浙奇等：集合资料同化方法的理论框架及其在海洋资料同化的研究展望



密度函数狇（狓犽）可以选择不同的形式。为理解建议

分布这个概念，假设两个概率分布密度函数分别记为

狆（狓）和狇（狓），根据狇（狓）随机取样得到的样本集合

｛狓犻，犻＝１，…，犖｝显然逼近于狇（狓）的分布。进一步

地，假如定义权重为狑犻 ＝狆（狓
犻）／狇（狓

犻），那么这些加

权样本 ｛狓犻，狑犻｝就会逼近于狆（狓）的分布。这两个分

布密度函数狆（狓）和狇（狓）在统计上分别被称为目标

分布和建议分布。

重取样粒子滤波器以转移概率密度函数狆（狓犽狘

狓犽－１）为建议分布，推出形式上比较简单的递推公式

（１９）。考虑到转移密度函数等价于模式噪声的概率

表达，可以看到重取样粒子滤波器实际上不对预报粒

子进行任何的处理，而是直接使用以上一步的分析粒

子为初值得到的预报粒子集合去进行分析。当状态

场的空间维数很大时，因为所有粒子的权重都太小而

较容易产生退化。最近的研究结果都指出，使用依赖

于观测的建议分布狇（狓犽，狔犽）可以在进行分析之前对

预报粒子进行一定的处理，使其更接近观测资料，减

少权重退化的几率。这一类的研究是当前粒子滤波

器方法的研究热点。

最理想的情况是令狇（狓犽，狔犽）＝狆（狓犽狘狓犽－１，狔犽），

这个分布在相关文献中被称为最优建议分布，它可以

使得狋犽时间新产生的粒子集合｛狓
犻
犽｝对应各权重｛狑

犻｝

的方差最小。由贝叶斯定理可得到：

狆（狓犽狘狓犽－１，狔犽）

＝狆（狔犽狘狓犽）狆（狓犽狘狓犽－１）／狆（狔犽狘狓犽－１）， （２１）

将式（２２）带入式（１８）就得到：

狑犻犽 ∝狑
犻
犽－１狆（狔犽狘狓

犻
犽－１）． （２２）

　　对比式（１９）可以看出，由式（２１）更新的狑
犻 与从

建议分布中随机选取的样本狓犻犽 并不相关，因此不会

增加权重集合的方差。在实际同化中，考虑到对观测

的依赖性，这个最优建议分布的表达式很难通过计算

得到。因此，目前大量工作的重点都在于逼近最优分

布或者在特定的情况下将其简化。

Ｍｏｒｚｆｅｌｄ等
［５９］利用一种依赖于有效平均值的

方法求解得到了狆（狓犽狘狓犽－１，狔犽）的解析表达式。该

表达式适用于模式和观测算子都含有加法高斯噪

声，且观测算子为线性函数（记为 犎 ）的简单情况。

Ｓｎｙｄｅｒ给出了具体的解析式
［４７］如下：假设同化系统

为

狓犽＋１ ＝犳（狓犽）＋η犽，　　狔犽 ＝犎狓犽＋ζ犽， （２３）

式中，η犽 ～ 犖（０，犙），ζ犽 ～ 犖（０，犚）。这里的～

狆（狓）代表样本是依据概率分布密度函数狆（狓）随机

取样得到的，犖（０，犙）代表均值为０，协方差为犙的

（多元）高斯分布。根据Ｄｏｕｃｅｔ等
［６０］的理论，由于模

式噪声η服从高斯分布可得狓犽狘狓犽－１ ～犖（犳（狓犽－１），

犙），利用标准的卡尔曼滤波器公式，可得狓犽狘狓犽－１，狔犽

～犖（狓犽，犘），其中

狓犽 ＝（犐－犓犎）犳（狓犽－１）＋犓狔犽，

犘＝ （犐－犓犎）犙，

犓＝犙犎
Ｔ（犎犙犎犜

＋犚）－
１． （２４）

　　也就是说，最优建议分布狆（狓犽狘狓犽－１，狔犽）可以写

成高斯分布犖（狓犽，犘）的形式。而相应的权重更新公

式（２１）也可以利用以下关系得到：

狔犽狘狓犽－１～犖（犎犳（狓犽－１），犎犙犎
犜
＋犚）． （２５）

　　上面提到的是比较理想的情况，在实践中鉴于计

算量的考虑，一般使用集合成员来近似表示这些高斯

分布。Ｐａｐａｄａｋｉｓ等
［６１］通过比较总结了集合卡尔曼滤

波器和重取样粒子滤波器两种方法的特点，并在此基

础上提出了加权集合卡尔曼滤波器（ｗｅｉｇｈｔｅｄｅｎｓｅｍ

ｂｌｅＫａｌｍａｎｆｉｌｔｅｒ）以结合两者优势。虽然该方法的名

字中含有“卡尔曼滤波器”，但它实际上是一种粒子滤

波器。其基本原理相当于使用集合卡尔曼滤波器的

后验概率分布（由前面的论述很容易知道它服从高斯

分布）作为最优建议分布的一个近似，在此基础上求

得权重并用重取样方法更新集合（加权集合卡尔曼滤

波器的具体算法参考附录２）。可以看出，加权集合

卡尔曼滤波器在算法的实行上非常简便，可以看作是

依次执行集合卡尔曼滤波器和重取样粒子滤波器，只

是在权重的更新公式上进行了一定的修改。这也是

这种粒子滤波器会被叫做“加权集合卡尔曼滤波器”

的主要原因。加权集合卡尔曼滤波器自提出以来得

到了很多的关注和应用，具有进一步研究和应用的价

值［６２—６３］。

同样地，为了结合集合卡尔曼滤波器和重取样粒

子滤波器这两类方法的特点，Ｆｒｅｉ和Ｋｕｎｓｃｈ提出了

集合卡尔曼粒子滤波器（ｅｎｓｅｍｂｌｅＫａｌｍａｎｐａｒｔｉｃｌｅｆｉｌ

ｔｅｒ）
［６４］。与加权集合卡尔曼滤波器的思想（使用集合

卡尔曼滤波器的分析作为建议分布）不同，集合卡尔

曼粒子滤波器通过使用一个可调制的参数控制集合

卡尔曼滤波器和重取样粒子滤波器两阶段的比重，构

建了一个混合高斯模型（ＧａｕｓｓｉａｎＭｉｘｔｕｒｅＭｏｄｅｌ），以

达成可计算性和同化非高斯信息能力的平衡。我们

最新的工作进一步发展了这种方法，使之能够适用于

非线性的观测算子［６５］。数值实验表明，集合卡尔曼

粒子滤波器能非常有效地改善集合卡尔曼滤波器在
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强非线性模式系统中的同化效果。但是因为自适应

算法调制参数的计算量比较大，我们还需要一些更深

入的研究才能将其应用到较高维的系统。

除了上述的方法以外，其他一些最新的粒子滤波

器也大多集中于使用这种依赖于观测的建议分布。

例如，ＶａｎＬｅｅｕｗｅｎ
［６６］通过充分改进建议分布提出了

一种完全非线性的粒子滤波器，他们称之为等权重粒

子滤波器（ＥｑｕｉｖａｌｅｎｔＷｅｉｇｈｔｓＰａｒｔｉｃｌｅＦｉｌｔｅｒ）。等权

重粒子滤波器的基本思想是在模式运行中对每一个

粒子求解一个目标为“使得各粒子的权重大致相等”

的最优化问题，从而避免退化的发生。这种方法也受

到了大量的关注［６７－６８］。此外，Ｃｈｏｒｉｎ等提出的隐式

粒子滤波器（ｉｍｐｌｉｃｉｔｐａｒｔｉｃｌｅｆｉｌｔｅｒ）
［５９，６９］，Ｌｕｏ等提出

的带残量拖曳的粒子滤波器（ｐａｒｔｉｃｌｅｆｉｌｔｅｒｗｉｔｈｒｅｓｉｄ

ｕａｌｎｕｄｇｉｎｇ）
［７０］，这些方法也在一定程度上促进了粒

子滤波器的发展。

５　总结和展望

随着各种观测数据的迅猛增多，以及大气海洋数

值模式的不断发展，如何充分利用各种观测数据以满

足数值模式和预报的需要是一个非常重要的课题。

作为连接观测和模式的桥梁，资料同化技术日益受到

关注，并得到深入的研究与广泛的应用。

本文着重探讨了集合资料同化方法的一些研究

背景和发展现状，主要包括两大类的方法：集合卡尔

曼滤波器和粒子滤波器。集合卡尔曼滤波器是为数

不多的由海洋学者率先提出的资料同化方法［７，１２］，在

海洋资料同化之中已经有了非常广泛的应用，其同化

效果也得到了普遍认可。与另一种在业务化中普遍

使用的变分方法相比，集合卡尔曼滤波器的主要优势

如下：（１）使用流依赖的背景场协方差矩阵；（２）无需

使用切线性模式和伴随模式；（３）容易并行化使用。

国内外已经有了非常多的关于集合卡尔曼滤波器方

法本身的研究，探讨了初始集合如何产生、如何使用

协方差松弛技术、如何进行局地化以及如何进行参数

估计等方面问题。在应用方面，集合卡尔曼滤波器也

被广泛用于诸如太平洋海洋高度计资料同化［７１］、ＥＮ

ＳＯ的预报
［７２］和印度洋海面高度异常的短期预报［７３］

等方面。预计在不久的将来，还会在参数估计以及耦

合模式的资料同化方面得到更多的应用。然而，集合

卡尔曼滤波器也有一些不足：比如需要一定的集合样

本数目来避免背景场协方差的低估；积分模式的计算

成本较高等。从原理上看，还可以知道集合卡尔曼滤

波器及其衍生的方法都隐含了高斯分布假设———即

假定预报误差、模式误差和观测误差都服从高斯分

布。在该假设下，更新公式只使用前两阶的统计矩

（均值和协方差）来刻画集合的概率分布密度函数。

当实际预报集合不服从高斯分布时，同化效果会有一

定的限制。

作为另一类的集合资料同化方法，粒子滤波器被

更多地用于机械、计算机和信号处理等工程领域，只

是在近几年才逐渐被认识到可用于地球系统的资料

同化［１６］，并逐渐成为了研究的热门方向之一。从理

论上看，包括集合卡尔曼滤波器和粒子滤波器在内的

序贯同化方法都可以从贝叶斯滤波的框架推导得到。

相应于集合卡尔曼滤波器的高斯分布假设，粒子滤波

器对于预报集合的分布不作任何的先验假定，而是采

用大量的样本去估计完整的概率分布密度函数。在

贝叶斯框架内，我们非常容易理解这两类方法的强项

和缺陷：集合卡尔曼滤波器的分析场分布随着犖 的

增大能够很快收敛，但是无法收敛到由贝叶斯滤波器

给出的真实的极限；粒子滤波器能够收敛到真实的极

限，但是需要的集合成员数量犖过于巨大，难以在实

际同化中实现。一些简单模式中的比较［３３］也揭示了

这一点。

如何在高维的模式系统中使用粒子滤波器一直

是一个挑战性的问题，还没有得到彻底的解决，也是

当前研究的一个热门方向。理论已经证明了基本的

重取样粒子滤波器无力解决高维系统中的滤波退化

问题（“维数灾难”），需要更多的努力来避免粒子的

效率过低。通过对一系列最新研究的总结，本文指

出解决粒子滤波器计算量大的一个主要手段是使用

依赖于观测的建议分布。理论上的最优建议分布难

以在实际同化中计算得到，所以大部分当前可行的

粒子滤波器都采用它的近似来作为产生新样本的建

议分布。在当前比较受关注的新兴粒子滤波器中，

本文选择加权集合卡尔曼滤波器做了较详细的介

绍。这不仅仅是因为加权集合卡尔曼滤波器的算法

表述比较简明，更重要的是，它在集合卡尔曼滤波器

和粒子滤波器之间构筑了一个桥梁，非常好地展现

了两者的区别和关联。此外，本文也提到了一些当

前热门的粒子滤波器。

总的来说，集合资料同化方法目前正处于快速发

展中。随着当前数值模式复杂性的不断提高，计算能

力的不断增长，集合卡尔曼滤波器和粒子滤波器的重

要性正在逐渐凸显。当然，两类资料同化方法的研究

９３期　沈浙奇等：集合资料同化方法的理论框架及其在海洋资料同化的研究展望



中都还有非常多急需解决的难题，本文通过对一些理

论工作的整理和总结，旨在为将来集合资料同化方法

的发展提供一些理论基础。
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附录１：从贝叶斯公式推导卡尔曼滤波器

　　在贝叶斯滤波理论中，状态场的更新公式由贝叶斯定理给出：

狆（狓犽狘狔１：犽）∝狆（狔犽狘狓犽）狆（狓犽狘狔１：犽－１）， （Ａ１）

式中，狓犽狘狔１：犽－１表示狋犽时间先验的状态变量（预报），我们假设其满足均值为狓
犳
犽 ，协方差为犘犳的多元高斯分布。

同时，假设观测误差满足均值为０，协方差为犚的高斯分布，即

狆（狓犽狘狔１：犽－１）＝
１

（２π）
犱／２
狘犘犳狘

１／２ｅｘｐ－
１

２
（狓犽－狓犳犽）

Ｔ（犘犳）－１（狓犽－狓犳犽［ ］），

狆（狔犽狘狓犽）＝狆［狔－犺（狓犽）］＝
１

（２π）
犿／２
狘犚狘

１／２ｅｘｐ｛－
１

２
［狔－犺（狓犽）］

犜犚－１［狔－犺（狓犽）］｝， （Ａ２）

式中，犱和犿分别为状态空间和观测空间的维数。代入式（Ａ１），并在等式两边取对数得到

ｌｎ狆（狓犽狘狔１：犽）＝－
１

２
（狓犽－狓犳犽）

Ｔ（犘犳）－１（狓犽－狓犳犽）－

１

２
［狔－犺（狓犽）］

犜犚－１［狔－犺（狓犽）］＋Ａ０， （Ａ３）

式中，Ａ０是一个常数。

因此可以得到目标函数

犑（狓）＝
１

２
（狓－狓犳犽）

Ｔ（犘犳）－１（狓－狓犳犽）＋
１

２
［狔犽－犺（狓）］

Ｔ犚－１［狔犽－犺（狓）］， （Ａ４）

通过最小化犑（狓犽）可以使得后验概率分布密度最大，在后验概率分布密度函数为高斯分布的假定下这也相当

于使后验分布的协方差最小。容易发现，式Ａ４和从最佳线性无偏估计得到的三维变分的目标函数完全一致。

如果模式的观测算子为线性的函数犎，不妨假设后验状态场（分析）是预报和观测的线性组合

狓犪 ＝狓犳＋犓（狔－犎狓犳）， （Ａ５）

为简化记号，我们这里忽略了时间下标犽。根据预报误差协方差和观测误差协方差的定义，可知

犘犳 ＝ｃｏｖ（狓犳－珘狓），犚＝ｃｏｖ（狔－犎珘狓）， （Ａ６）
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式中，珘狓是准确的状态场，于是分析误差的协方差为

犘犪 ＝ｃｏｖ（狓
犪
－珘狓）＝ｃｏｖ［狓犳＋犓（狔－犎狓犳）－珘狓］

＝ｃｏｖ［（犐－犓犎）（狓犳－珘狓）＋犓（狔－犎珘狓）］

＝（犐－犓犎）犘犳（犐－犓犎）
Ｔ
＋犓犚犓

Ｔ， （Ａ７）

为使犘犪 最小，令

［ｔｒａｃｅ（犘
犪）］

犓
＝０， （Ａ８）

式中，ｔｒａｃｅ代表矩阵的迹。可以解出

犓＝犘犎
Ｔ（犎犘犎犜

＋犚）－
１． （Ａ９）

　　公式Ａ６和Ａ７是经典的卡尔曼滤波器中的状态场更新公式和协方差更新公式。而式Ａ９则是卡尔曼增益

矩阵的解析表达式。

附录２：加权集合卡尔曼滤波器算法流程

我们首先假设上一步的分析集合为｛狓犻犽－１，犻＝１，…，犖｝，且所有的粒子等权重，即狑
犻
犽－１ ＝１／犖，犻＝１，…，

犖。运行完整的非线性模式得到的预报集合记为｛狓犻犽｝，那么加权集合卡尔曼滤波器的分析过程包括以下３个

部分：

（１）应用集合卡尔曼滤波器将观测狔犽 同化到预报集合中，得到分析集合并估算其协方差矩阵

狓犪
，犻
犽 ＝狓

犳，犻
犽 ＋犓（狔

犻
犽－犎狓

犳，犻
犽 ），

犓＝犘犳犎
Ｔ（犎犘犳犎犜

＋犚）－
１，

犘犪 ＝（犐－犓犎）犘犳． （Ａ１０）

　　为方便算法的表述，仍然使用记号｛狓
犻
犽｝和犘来表示分析集合及其协方差矩阵。

（２）使用犖（狓犽，犘）近似表示狆（狓犽狘狓犽－１，狔犽），由于上一步的粒子等权重，权重的计算公式如下

狑^犻犽 ＝
狆（狔犽狘狓

犻
犽）狆（狓

犻
犽狘狓

犻
犽－１）

犖（狓犻犽；狓犽，犘）
，犻＝１，…，犖

狑犻犽 ＝狑^
犻
犽／

犖

犻＝１

狑^犻犽， （Ａ１１）

其中

狆（狔犽狘狓
犻
犽）＝犃１ｅｘｐ｛－

１

２
［狔犽－犎狓

犻
犽］
Ｔ犚－１［狔犽－犎狓

犻
犽］｝，

犖（狓犻犽；狓犽，犘）＝犃２ｅｘｐ｛－
１

２
［狓犻犽－狓犽］

Ｔ犘－１［狓犻犽－狓犽］｝， （Ａ１２）

都由相应的高斯分布给出。狆（狓
犻
犽狘狓

犻
犽－１）的解析形式较复杂，但是Ｐａｐａｄａｋｉｓ等证明了当状态空间维数很大时该

项不需要计算。于是，利用（３１）可计算权重并标准化，使得
犖

犻＝１

狑犻犽 ＝１。

（３）应用标准的重取样算法
［７４］：对于粒子每个狓犻犽 ，根据其权重狑

犻
犽大小计算重取样指标狊（犻），得到所有的重

取样指标之后，再令狓犻犽＝狓
狊（犻）
犽 ，犻＝１，…，犖。举例来说，图１中根据权重计算的重取样指标为｛４，４，５，５，５，５，６，

６，６，７｝，意味着根据权重，前３个和最后３个粒子全部删去，中间的第４到第７个粒子分别重复２、４、３、１份。具

体求重取样指标的多种算法可参考相关文献［３８］，重取样后的粒子集合｛狓犻犽，犻＝１，…，犖｝再次变成等权重的。

然后就可以用这个等权重的粒子集合来积分模式，进入下一个“预报－分析”循环。

原论文中假设观测算子犎是线性的，实际上即使观测算子是非线性的函数犺，我们只需要将加权集合卡尔

曼滤波器按照第３．１节中集合卡尔曼滤波器的方法进行一定的扩展就可以拓展其适用范围。

３１３期　沈浙奇等：集合资料同化方法的理论框架及其在海洋资料同化的研究展望



犜犺犲狋犺犲狅狉犲狋犻犮犪犾犳狉犪犿犲狑狅狉犽狅犳狋犺犲犲狀狊犲犿犫犾犲犫犪狊犲犱犱犪狋犪犪狊狊犻犿犻犾犪狋犻狅狀

犿犲狋犺狅犱犪狀犱犻狋狊狆狉狅狊狆犲犮狋犻狀狅犮犲犪狀犻犮犱犪狋犪犪狊狊犻犿犻犾犪狋犻狅狀

ＳｈｅｎＺｈｅｑｉ
１，ＴａｎｇＹｏｕｍｉｎ

１，２，ＧａｏＹａｎｑｉｕ
１

（１．犛狋犪狋犲犓犲狔犔犪犫狅狉犪狋狅狉狔狅犳犛犪狋犲犾犾犻狋犲犗犮犲犪狀犈狀狏犻狉狅狀犿犲狀狋犇狔狀犪犿犻犮狊，犛犲犮狅狀犱犐狀狊狋犻狋狌狋犲狅犳犗犮犲犪狀狅犵狉犪狆犺狔，犛狋犪狋犲犗犮犲犪狀犻犮犃犱犿犻狀犻狊狋狉犪

狋犻狅狀，犎犪狀犵狕犺狅狌３１００１２，犆犺犻狀犪；２．犈狀狏犻狉狅狀犿犲狀狋犪犾犛犮犻犲狀犮犲犪狀犱犈狀犵犻狀犲犲狉犻狀犵，犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔狅犳犖狅狉狋犺犲狉狀犅狉犻狋犻狊犺犆狅犾狌犿犫犻犪，犘狉犻狀犮犲犌犲狅狉犵犲

犞２犖４犣９，犆犪狀犪犱犪）
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ａｎａｌｙｚｅｓａｎｄｓｕｍｍａｒｉｚｅｓｔｈｅｃｕｒｒｅｎｔｔｈｅｏｒｉｅｓａｂｏｕｔｔｈｅＥｎＫＦａｎｄＰＦ，ｉｎｔｈｅｆｒａｍｅｗｏｒｋｏｆＢａｙｅｓｉａｎｆｉｌｔｅｒｉｎｇｔｈｅｏ

ｒｙ．ＴｈｅＥｎＫＦａｎｄＰＦａｌｇｏｒｉｔｈｍｓａｒｅｐｒｏｐｏｓｅｄａｎｄｃｏｍｐａｒｅｄ．Ｏｎｔｈｉｓｂａｓｉｓ，ｗｅｆｕｒｔｈｅｒｄｉｓｃｕｓｓｔｈｅｍａｊｏｒｏｂｓｔａｃｌｅ

ｆｏｒａｐｐｌｙｉｎｇｔｈｅｐａｒｔｉｃｌｅｆｉｌｔｅｒｉｎｏｃｅａｎｉｃｄａｔａａｓｓｉｍｉｌａｉｔｏｎａｔｐｒｅｓｅｎｔ．Ｓｏｍｅｆｅａｓｉｂｌｅｓｏｌｕｔｉｏｎｓａｒｅａｌｓｏｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄ．

Ｔｈｉｓｐａｐｅｒｉｓｅｘｐｅｃｔｅｄｔｏｐｒｏｖｉｄｅｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｂａｓｉｓｆｏｒｆｕｒｔｈｅｒｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔａｎｄａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｅｎｓｅｍｂｌｅｂａｓｅｄ

ｄａｔａａｓｓｉｍｉｌａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｉｎｏｃｅａｎｉｃｄａｔａａｓｓｉｍｉｌａｔｉｏｎ．
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