Modelosde Crecimiento— una(Re)visbn *

0. Garcid

Los modelosde crecimientosonvitalesparala plani-
ficacion del manejoforestal. Proyectarel crecimientoy
rendimientaderodalesindividualesesun prerequisitgpa-
ra planearel manejodelos montesa cualquiemivel. Por
lo tantolos gestoreqecesitartenercierto conocimiento
de las variastécnicasde modeladodel crecimientoy de
suslimitaciones.

Masqueunarevision de modelosde crecimiento esto
esun examende principiosbasicoscomoyo losveo. Una
revision exhaustvatomaiademasiad@spacioseiia pro-
bablementale masinterésparael especialistay hasido
yahechaenciertamedidaenalgunagelaspublicaciones
citadasa continuacon. En lugar de ello, he apuntadoa
unacontribucion haciaunamejorcomprensbndela lite-
raturarelevante.

El enfoquees sobretécnicasde modeladoapropiadas
pararodalescoetineoslLasreferenciaseleccionadaga-
railustrarlos variosmétodossonunamuestranaso me-
nosaleatoria.Sin embago, siguiendola tradicion, sein-
cluyensolament@ublicacionegninglésy la muestraie-
ne un sesgdmportantehacialos trabajosdel autor

Los modelosde crecimientoneocelandesekan sido
descritogpor Goulding(1986).

Fundamentos

Los modelosde crecimiento‘estaticos” (Alder 1980)in-
tentan predecir directamenteel curso en el tiempo de
las cantidadede interés (volumenes,diametromedio).
Ejemplosde estosson las Tablasde Manejo de la Fo-
restry Commission(Johnstony Bradley 1963)y las Ta-
blasde Rendimientale Australiadel Sur(Lewis, Keeves,
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y Leech1976).Esteenfoquepuededarbuenosesultados
pararodalesno clareadosp pararodalessometidosa un
rangoestrechaletratamientogséindarparalos cualesse
disponede datosexperimentaleslelargo plazo.

Paraproyectarsobreunrangoméasamplioderegimenes
selcolas (espaciamientainicial, varias secuenciase
intensidadesde clarasy podas)se necesitanmodelos
dinamicos. En lugar de modelardirectamentesl curso
delascantidadegnel tiempo,estosmodelogpredicerta-
sasdecambiobajocondicionesariadasLastrayectorias
enel tiemposeobtienenentoncesumandam integrando
estadasas.

El modeladodel crecimientopuedeaclararsea través
de algunosconceptosasicosmuy simplesquepor largo
tiempohansidofundamentalesnotrasdisciplinas.Esen-
cialmenteJa evolucion enel tiempode cualquiersistema
puedemodelarseespecificando:

1. Unadescripcdbn adecuadalel sistemaen cualquier
puntodel tiempo(el “estado”del sistema).

2. La tasade cambiode estadoen funcion del estado
actualy del valor actualde posiblesvariablesexter-
nasde control (una“funciondetransicbnlocal”).

El estadalebesertal que,consuficienteaproximacon:
(a) estadoguturosquedardeterminadogor el estadaac-
tual y accioneduturas,y (b) cualesquiera&aracteisticas
deinteréspuedemobtenersalel estado.El estadoesdes-
crito amenudagpor un numerofijo devariablegvariables
de estado,que forman un vector de estado). Puedein-
cluir tambénobjetosmatenaticosmascomplicadogales
comosecuenciaffinitas o funciones.Las funcionesde
transicbn se dantipicamentecomoun sistemade ecua-
cioneddiferenciale® endiferenciasquedescribenatasa
decambiodecadaunadelasvariablesleestado Alterna-
tivamente podiian especificarsgraficamentep a través
de algln algoritmocomputacionamaso menoscompli-
cado.

llustremosestosconceptosen el contexto de los mo-
delosde crecimiento. En primer lugar, generalment@o



esnecesariancluir variablesde controlenla funcion de
transicbn. Los tratamientosehcolas(por ejemplocla-
ras)normalmentecurrenen puntosdiscretoslel tiempo,
causandan cambiode estaddnstanneo.Podemosn-
toncesmodelarlos cambiosde estadoentretratamientos
sucesros comounafuncion solamentalel estadcactual,
sinvariablesde control.

Consideremofa alturadominante,H, comounades-
cripcibn de estadoparaun rodal. Estasatishcela condi-
cion (a), ya quela tasade cambioen H (incrementoen
altura) puedemodelarseadecuadamenteomo una fun-
cion del H actual: AH = f(H), odH/dt = g¢g(H).
El cursode H enel tiemposepuedeobteneracumulan-
do o integrandolos incrementospartiendode unaaltura
inicial dada. Si nosinteresael volumenpor hectrea,H
no esunabuenadescripcbn de estadeseginla condicibn
(b): adenasde H el volumendependdambiéndel area
basinétrica. El modelopuedesersin embago adecuado
paraotrosusos,por ejemploparala clasificacon de cali-
dadegeestacbn.

Consideremoshorael volumentotal por hectreaco-
mo unadescripcbn de estado.Si estamosnteresadogn
proyectarestacantidad entoncebviamentesatishcela
condicibn (b) (aunqueprobablement@o seiia suficiente
si estuveramodambgéninteresadognvolimenesomer
ciales). Sin embago, la condicibn (a) falla porque,bajo
un rangoamplio de tratamientosgl incrementoen volu-
men seifia diferentepararodalescon el mismovolumen
peroalturasy/o densidadesmuy distintas.

Pareceserqueun estadaunidimensionaksinadecuado
paramodelarel crecimiento. Consideremogntonce<l
estadodescritopor tres variables: areabasinetrica (G),
arbolespor hecérea(N), y alturadominantg(H). O sea,
el estadcesel vectortridimensionalx = (G, N, H). En
muchoscasosestosatishcela condicibn (a), los cambios
enx paraunaampliavariedaddetratamientosiendobien
aproximadospor unafuncion de x, Ax = f(x), o sea,
por un sistemade tresecuacionesAG = f;(G, N, H),
AN = fo(G,N,H), AH = f3(G,N,H). A menu-
do estevector de estadoes satishctorio tambén segin
(b), pudiéndosesstimarvolUmenesie productosyalores
monetariosy patametrosde distribucionespor regresbn
enG, N y H. Notesequecualquiertransformaddn uno
a uno servifia igual, por ejemplodiametromedio, espa-
ciamientomedioy alturadominante. En algunoscasos,
sinembago, puedenecesitarsenadescripcon de estado
méasdetallada.

Ademéasde las funcionesde transicbn que dancreci-

mientoy mortalidad,la mayoiia de los modelosde cre-
cimiento contienentambiéen variasrelacionesauxiliares.
Entre éstasgeneralment&ay ecuacioneparaestimarel
cambioinstan&neoen las variablesde estadodebidoa
tratamientogpor ejemploel cambioen areabasinétrica
producidopor unaclarade cierto nUmerode arbolespor
hectrea),y paraestimarvolimenede varios productos
dadoel estado.

La proyeccbnpuedehacersaisanddormasintegradas
de la funcibn de transicbn local, o a travésde acumula-
cion o integracibn numérica. Es Gtil no confundirun mo-
delodecrecimientcconsuimplementaddnenordenadar
Diferentesimplementacioneglel mismomodelopueden
serapropiadaparadistintosusos(proyeccionesie largo
plazo, evaluacbn de regimenessehicolas,actualizacdn
deregistrosderodal).

Paramassobreel enfoquedel espaciade estadoenel
modeladodel crecimientovéaseGarda (1979). Inciden-
talmente,estasideasson aplicablesa cualquiersistema
dinamico,y enparticular amodelosparala planificacbn
del manejoforestal(Garda 1984a).

Tipos de modelosde crecimiento

Los modelosde crecimientadinamicospuederclasificar
sedeacuerdaal nivel dedetalleenla descripcbn deesta-
do, comosigue:

Los modelosa nivel de rodal describerel estadodel
rodal con unaspocasvariablesque representaragrega-
dosanivel derodaltalescomoareabasinétrica,diametro
medio,volumenpor hectrea,arbolespor hecérea espa-
ciamientomedio,alturadominantegtc. A vecesseusan
tambin parimetrogde distribucionesde diametroy/o al-
tura, aunquemas frecuentementestosson estimadosa
posterioricomofuncionesde las variablesde estado.La
funcibn detransicbn esdadageneralmenteomoun sis-
temadeecuacionesliferenciale® endiferenciagaralas
tasagle cambiode lasvariablesde estadd(crecimientoy
mortalidad). Tambiénsehanusadamétodosgraficos.

En la mayoifia de las situacionesgstetipo de modelo
probablementseael masadecuadgaraplanificacbndel
manejode plantacionegorestales Algunosejemplosson
Beekhuis(1966), Alder (1980)y Garda (1984b,1988).
Otrostrabajospublicadosentre 1973y 1976 se indican,
conreimenesenCAB (1977).

Los modelosde posicibn de arbol, 0 modelosde arbol
individual dependientesle distancia,usanuna descrip-



cion de estadomucho mas detallada. Estaincluye la
ubicacbn (coordenadasy diametro,y a vecesalturay
dimensionesde copa, de cadaéarbol en una parcelade
muestra. El crecimientoy probabilidadesie mortalidad
paracadaarbol se expresancomo funcionesde susdi-
mensioney dela posicbnrelativay dimensionesle sus
vecinos. Ejemplosrepresentatios incluyen Newnham
(1964,1968),van Laar (1969), Mitchell (1975),y Ten-
nent(1982).VéaseambiénDudeky Ek (1980).
Estosmodelospuederseritilescomoherramientasle
investigacbn paraestudiampracticasqueafectanlasrela-
cionesespacialegnformasquelasvariablesde nivel de
rodal no puedendescribir satishctoriamentepor ejem-
plo, claraspor hilerasu otros dis€ios sistenaticos, ma-
nejoderodalesconmezclasde especiesp podasselecti-
vasintensasPuedertambéndarideassobrela dinamica
derodalesquepodiancontrituir al desarrollode mejores
modelosde rodal. El usodirectode estosmodelosen el
manejoseve dificultadopor su alto costocomputacional
y por la informacibn de inventariosaltamentedetallada
guerequerifan. Enla practicafrecuentementeeusauna
descripcbn a nivel derodalparageneraunamuestreic-
ticia de posicionesy tamdiosde arbolesindividuales,la
gueluego seusacomoentradaparael modelo. Estoes
conceptualmentequivalentea un modeloa nivel de ro-
dal, conunafuncion detransicbn bastanteomplicada.
Losmodelosdearbolindividualindependientededis-
tanciadescriberel estadacondatosde arbolesindividua-
les, perosin especificata posicibn delos arboles.Estric-
tamentehablandoestaclasede modelosdebefa incluir
sblo aquellosbasadosen unalista de los arbolesreales
enunaparcela,con susdimensionescomoen Goulding
(1972). Escomin, sin embago, incluir en estacateyoria
modelosdondeel estadoes unadistribucion de tamdios

los arboles(Garda 1984b). Sobredistanciasmuy cor-
tasgeneralmentbayunacorrelacon negativadebidaala
competenciaSobredistanciagnayoreda similaridadde
micrositio produceuna correlacdn positiva, decreciente
conla distancia.Estoimplica queunadistribucion deta-
mafiosdebevariarconel areadeterrenoconsideradakn
particular la varianzadebecambiarcon el tamdio de la
parcelay espocoprobablequedistribucionesderivadas
deparcelagsle muestrasearnvalidaspararodaleso cuarte-
les enteros.Curiosamentegestasconsideracioneban si-
do generalmentégnoradaspor los modeladoreslel cre-
cimiento, aunquesu importanciaha sido reconocidgoor
largo tiempoenmuestredorestal.El significadopractico
de estosefectogparala prediccbn del crecimientoesaln
incierto. Hastaque estose aclare,sin embago, parece
prudenteusar distribucionesde tamdios de arbolescon
ciertocuidado.

Estimacion

En la mayoiia de los modelos de crecimiento los
patametrossonestimadosisandaegresbnlineal o no li-
neal. Algunascaracteisticasde los datosde crecimiento
puedencausardificultadesdebidasa la violacion de los
supuestogstadisticosen quesebasarnastécnicasde re-
gresbn.

Un problemaguesemencionaa menudoesla correla-
cibn entremedicionessucesiasen parcelapermanentes
(Sullivany Reynolds1976,Femgusony Leech1978).Esta
correlacon suige porqueel valor de unavariableal tiem-
po deunamedicbnincluyelos valoresenlasmediciones
anterioresEl efectoesmasimportanteparael desarrollo
demodeloseshticos.Enmodelogdinamicodasvariables

(generalmentauna distribucion diamétrica) especificada dependientesn las regresionesson generalmenténcre-

porunatabladerodal(histograma porun nUmerodado
de cuantiles(Cluttery Allison 1974, Alder 1979), aun-
gue puedediscutirseque estasson descripciones nivel
derodal. Dudeky Ek (1980)danmasreferencias.

Estosmodelosocupanuna posicbn intermediaentre
los denivel derodaly los de posicbnentérminosde de-
talle enla descripcbn de estado costocomputacionaly
requerimientosle informacion. Estedetalleesnecesario
paramodelarodalesdiseineos.Con plantacionegores-
talesrazonablementeomogeneassinembago, el detalle
adicionalpuedeserensumayorparteredundante.

Una dificultad potencialcon las distribucionesde ta-
mafio sulge de la correlacbn espacialde los tamdiosde

mentosperiodicos,los que son masindependientegjue
las medicionesen que se basan. Hay alin algunacorre-
lacibn entreincrementosucesrosdebidoprincipalmente
a erroresde medicibn enlos puntosde medicibn quetie-
nenencomin,y entreincrementoparael mismopeiiodo
en parcelasdistintasdebidoa la accbn de condiciones
climaticassimilares.

Otro problemaesla naturalezalemultirespuestaelos
modelos.Esdecir, los modelosconsisterfrecuentemente
de ecuacioneslondelasvariablesndependientepueden
estarcorrelacionadasy dondeparametrosen ecuaciones
distintaspuedersercomunes estarrelacionadosuncio-
nalmente Enestasituacbn ajustaasecuacionesinaala



vez puedeno sersatistctorio,si esqueesposible. Hun-
ter (1967)discuteel problemay algunassolucionesnel
conteto de la cinéticaquimica. Burkhart(1985) revisa
enfoquegque hansido usadosen modelosde crecimien-
to. Batesy Watts(1985)hanescritorecientementsobre
estimacbn conmultirespuesta.

Un tercerproblemaesla determinaddn, a partir delos
datos,de incrementos tasasde cambiode las variables
de estado. Algunasveceslas medicionesse han toma-
do uniformementesspaciadagn el tiempo. En eseca-
so el calculo de los incrementogeriddicosa serusados

comovariablesindependientessfacil. Frecuentemente,

sinembago, sedisponede medicionesomadas interva-
los variables,y esnecesari@ntoncedusaraproximacio-
nes. Estotiendea sermasun problemacon especiegle
crecimientorapido, dondelas diferenciasde crecimien-
to suigidasde fechasde medicbn variablessonmayores.
Ademés, la variabilidadenincrementosiebidaa fluctua-
cionescliméaticasde afo a afo tiendea sermayorqueen
rodalesde crecimientolento dondelos incrementogro-
medianestosefectossobrevarios afios. Una dificultad

cién detransicbn queespecificadbmocambiael estadaa
travésdeltiempo.

Se necesitaun estadomultidimensionalparamodelar
adecuadamentg crecimientode un rodal. Los modelos
decrecimientaseclasificancominmenteentrestiposque
difierenenel nivel de detallede la descripcon de estado.
En los modelosa nivel de rodal el estadoconsisteen un
pequéio nimerode variablesresumenpor ejemploarea
basinétrica, nimerode arbolesy alturadominante.Los
modelosde arbolindividual dependientededistancian-
cluyenen el estadoel tamdio y posicbn de cadaarbol
enun trozo de terreno. Los modelosde arbol individual
independientede distanciausanunadescripcdon de esta-
do basadaen unadistribucion de tamdios (generalmente
diametros).

El tipo de modeloméas apropiadodependede las cir-
cunstanciasLa homogeneidadelos rodalesy la natura-
lezade los tratamientosa seranalizadogleterminacuan
detalladanecesitsserla descripcdn del estado.Adenas,
la descripcon de estadadeterminadambién la cantidady
calidadde los datosde inventarionecesarioparahacer

relacionadast enlasaproximacionesvecesnecesarias proyecciones.

al acumulaincrementosobreunintervalodeproyeccibn
guenoesunmultiplo exactodel peiododelosincremen-
tos.

Sehanusadoalgunosmétodosestadsticosde estima-
cion no basadosn regresbn. En unaseriede modelos
parapinoinsigneenNuevaZelandaGarda1979,1984b,
1988),lasecuacionesliferencialegjuedefinenla funcién
de transicbn fueronextendidascon perturbacioneslea-
torias parafinesde estimacbn, corvirtiéndolasen ecua-
cionesdiferencialesesto@sticas.Los problemasasocia-
dosa peliodosvariablesdeincrementcseevitaronenton-
cesusandodirectamentda forma integradade las ecua-
cionestomandacal mismotiempoencuentda mayorpar
te de los efectosde correlacbn a travésde la naturaleza
esto@sticadel modelo.La multirespuestdue abordada
través de estimacbn simultaneapor maximaverosimili-
tud, conun procedimientale optimizacbn gererico.

Resumen

El puntode vista del espaciode estadogpuedeclarificar
losdistintosenfoquesnel modeladalel crecimiento.En
estavisionel comportamientaleun sistemajueevolucio-
naenel tiemposedescribeconun estadaquecaracteriza
al sistemaen cualquierpunto en el tiempo, y una fun-

El desarrollode modelosde crecimientopresentgro-
blemas estadisticos peculiares. Una metodoloda que
usaecuacionediferencialegesto@sticas/ estimaconpor
maxima verosimilitud ha sido desarrolladay usadacon
éxitoenNueva Zelanda.
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