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RESUMEN

Se exponen algunos conceptos que pueden ser de utilidad en el estudio de los
rodales forestales a través de modelos matemdticos. Se incluye una serie de ejemplos
que ilustran estas ideas.

Concretamente se describe la aplicacién a la formulacion de modelos de rodal
de un esquema basado en el concepto de sistema dindmico o proceso de etapas maultiples,
utilizado especialmente por la Teoria del Control. Este implica la especificacién de un vec-
tor de estado que describe el sistema en un momento determinado, y de una funcién
de transicion que determina los cambios de estado. Se hace notar ademds la necesidad
de vectores de estado multidimensionales.

SUMMARY

Some concepts that may be useful for the study of forest stands through mathe-
matical models are disscused. A set of exemples to illustrate these ideas is included.

Application to stand models formulation of an approach based on the concept
of dynamic system or multisia ge process, used specially by Control Theory, is described.
This approach involves the specification of a state vector which describes the system at a
given time, and the specification of a transition function which determines the changes
of state. Furthermore the need for’ multidimensional state vectors is pointed out.



El propésito de este trabajo es exponer algunos conceptos que pueden ser de
utilidad en el estudio de los rodales forestales * a través de modelos matematicos, ilus-
trindolos con una serie de ejemplos.

Este informe es una ampliacién de algunas ideas presentadas anteriorrnente
(Garcia, 1968), y se basa en una charla ofrecida en la Universidad Austral en Enero de
1972.

MODTELOS

Un sistema es, en lineas generales, un conjunto de componentes y un conjunto de
relaciones entre los componentes. Cuando podemos actuar sobre un sistema afectandc su
comportamientc, se nos presenta el problema de elegir nuestra accién convenientemente.
Para elegir nuestra acci6n convenientemente necesitamos previamente conocer, al menos
aproximadamiente:

a)  Lareiacion entre nuestra conveniencia y el comportamiento del sistema.

k) Larelacién entre el comportamiento del sistemay nuestras accionss.

Ncs referiremos solamente al segundo punto, es decir, a la prediccion el compor-
tamiento de un sistema.

El compcrtamiento de un sistema podria determinarse directamente, exparimen-
tando las distintas alternativas de accion y registrando los resultados. Sin embzrgo, en mu-
chos casos, aparte de que el nimero de alternativas puede ser infinito, la experimantacion
directa puede ser lenta, costosa o incluso imposible por diversas razones. Por ejemplo, si a!
sistema es un rodal forestal en el cual interesa conocer su comportamiento frente a distiir-
tos programas de raleos, aun suponiendo que el nimero de programas de ir:terés fuara fini-
to, la experimentacion es costosa y requiere tiempo. En el caso de un sistema econémico
osocial la experimentacion es claramente impracticable.

Se puede recurrir entonces al uso de modeios. Un modelo de un sistema es otro
sistema tal que, habiendo establecido una correspondencia entre aspectos dz am»b3s s.cte-
mas, se comporta de manera paracida al sistema original. Se puede entonczs % gerivnentar
en el models (a menor costo) v obtener asi informacion sobrz 2l compotomizaio ceal
sistema gue nos interesa.

Los modelos pueden ser de distintos tipos (ver por ejernolo Ackufi v sasieri,
1968; Churchiman, Ackoff y Arnoff, 1957). Un ejemplo es un modizlo a esczia da un zvién
que se prueba 2n un tanel de viento. O un tablero con fichas dor.ce sz siri:len chers tioass
militares. O un circuito eléctricc que representa el sistema de suspensién e ur: automovil
(existe una analogia muy estrecha entre sistemas eléctricos y sistemas mecénicos, con
correspondencias entre potencial eldctrico y fuerza, intensidad de corriente v velccidad,
resistencia elécirica y roce, inductancia e inercia, condensadores y resortes, etc.)

En los modelos matematicos, el sistema se representa por un coniunto de simbo-
los ligac'as por relaciones matematicas. Este tipo de modelos ha ido adquiriendo cada vez
mas importancia con el uso de los computadores digitales, ya que éstos hacen posible
la operacién de modelos complejos a bajo costo. Es a éste tipo d2 modeios al que nos
referiremos. Con un modelo matemético, dependiendo de su naturaleza y comglejidad,
las alternativas mds convenientes pueden buscarse experimentalmente (simujacion} o de-
terminarse matematicamente (optimizacion).

* Un rodal forestal es una extensién de bosque de caracteristicas relativamente homogsness.



Es importante sefialar que a un sistema no le corresponde un modelo matematico
anico, sino que se pueden construir modelos de distinta naturaleza matematica y con di-
versos grados de afinamiento. Las caracteristicas de un modelo deben depender, entre
otras cosas, de la finalidad para la cuai se construye, de los conocimientos que se tengan
sobre el sistema, de las posibilidades de estimar los pardmetros necesarios, del instrumental
matematico disponible, de las facilidades de computacion, etc.

En particular, un sistema puede considerarse como compuesto por subsistemas in-
terrelacionados y, a su vez, estos subsistemas constituidos por otros subsistemas, etc. En
esta forma, el problema de construir un modelo puede descomponerse en varios subpro-
blemas que pueden abordarse separadamente e inciuso por distintos equipos de personas.
Es asf como, por ejemplo, para desarrollar un modelo del Sector Forestal se podrian consi-
derar como subsistemas el sector silvicola, la industria forestai y e! sistema de distribucién
y transporte. Dentro del sector silvicola considerar unidades de produccion (empresas)
y, dentro de las unidades de produccion, entre otros subsistemas, ios rodales. También
pueden considerarse los drboles como subsistemas gue componen un rodal, etc. Como ya
se dijo, el grado de division en subsistemas es un asunto de conveniencia que depende, en-
tre otras cosas, del conocimiento del sistema y cel grado de afinamiento que se persiga.

En el planeamiento de! manejo de ios recursos forestales, probablemente fa difi-
cultad mayor en este momento esta en predecir el comportamiento de un rodal frente a
las intervenciones silvicolas. Es decir, el probiema esta en desarroliar modelos mateméticos
adecuados para los rodaies.

SISTEMAS DINAMICOS

Estado

Estamos interesados en el comportamiento de un sistema a través del tiempo.

En cualquier miomento t, el sistema esta caracterizado por su estado, representado
por un vector de estado p;. Este vector de estadc es un punto en un conjunto o espacio
S, tal que describe adecuadamente para nuestros prop6sitos el estado de! sistema. ‘‘Ade-
cuadamente’’ significa que si dos sistemas tienen ei mismo vector de estado en un momen-
to dado, poaemos considerarlos como equivalentes, comportandose en la misma forma
(para una discusion mas rigurosa dei concepto de estado véase: Wiberg, 1971; .Zadeh,
1964). El vector de estado puede ser un niimerc real, un vector de dimension finita, una
sucesion infinita de numeros reales, una funcidn o cuaiguier otro ente matematico con-
veniente.

Por ejemplo, un rodal coetaneo podiia caracterizarse por su volumen cubico por
hectérea y su edad (vector de dimensién dos}. Esto es io que més se ha usado en modelos
de rendimiento.

En general, ia edad en si misma no parece ser importante como variable de estado.
Al incluirla en realidad lo que se esta haciendo es considerar otras variables que dependen
de la edad y que tienen una relacién causal mas directa con el desarrolio del rodal. En es-
pecial, la altura dominante (altura media de los drboles dominantes o dominantes y codo-
minantes) tiene una relacién muy estrecha con ia edad en un sitio dado, de modo que otre
vector de estado casi equivalente al anterior podria ser el formado por el volumen vy l¢

altura dominante.



E! uso de estos vectores de estado significaria que estamos aceptando que, en un
sitio dado, dos rodales que tienen igual volumen y edad, o igual volumen y altura, se com-
portaran de la misma manera. Sin embargo, parece obvio que si, a pesar de coincidir en
estos vectores de estado, los rodales difieren marcadamente en el nGmero de arboles por
hectarea, sus crecimientos pueden ser muy diferentes.

Podriamos entonces considerar como variables de estado el volumen, altura domi-
nante y nimero de arboles por hectarea. Parece ser que para describir aceptablemente el
estado de un rodal coetdneo son necesarias por lo menos tres variables, que podrian ser las
indicadas u otras relacionadas con estas, como por ejemplo, area basal, didmetro medio y
altura. Podrian agregarse otras variables, como medidas de dispersion (varianzas) que indi-
quen la homogeneidad del rodal, medidas de forma del fuste, etc.

Otro vector de estado usado en las proyecciones por el método Reynolds, es el
numero de arboles por hectarea por clases de DAP*, Este es un ejemplo de vector de di-
mension infinita (sucesion de nimeros reales), aunque puede reducirse a un vector de di-
mensién finita limitando el nimero de clases de DAP.

Si se considera e! nimero de arboles por hectarea por clases de DAP y de altura,
con un namero finito de clases, se tiene que el vector de estado es una matriz (que se pue-
de representar también de otras maneras).

El caso de la distribucion diamétrica es un ejemplo en que el vector de estado es
una funcion (vector de dimension infinita no numerable).

Al considerar un arbol, su estado puede describirse por su DAP y altura (vector de
dimension 2), por su DAP, altura y coeficiente de forma (vector de dimension 3), por su
diametra en funcion de la altura (funcion), etc.

Queda claro entonces que podemos tomar como S cualquier conjunto conveniente.

Procesos

El comportamiento del sistema en un lapso de tiempo T quedaria comp!etamente
caracterizarfo por el conjunto de estados{p {t) : teT) Este conjunto o sucesiéon {numerable
0 no) de estados constituye un proceso. Puede imaginarse el proceso como un punto que
se mueve en el espacio de estados S. Esta visualizacion es particularmente facil cuando el
vector de estado es de dimension dos o tres, pudiéndose entonces representar S en un
planc o en un espacio tridimensional, respectivamente.

Los procesos pueden ser deterministicos o estocasticos. Un proceso es determinis-
tico st el conocimiento de un estado inictal y de las acciones posteriores sobre &l sistema
detesmina completamente su comportamiento futuro. Los procesos estocasticos se carac-
terizan por contener elementos aleatorios que hacen que solo pueda determinarse una dis-
tribucién de probabilidad para los estades futurog: (v éase p. ej.: Cox y Miller, 1965;Bartt-
let. 1966). En particular, los procesos estocasticas en los que el comportamiento futuro
depende de un estado inicial y de las acciones posteriores sobre el sistema y no de su his
toria anterior, se denominan procesos de Markov, sienda los mas interesantes como mode-
los estocasticos de rodal. Aqui trataremos solamente de modelos deterministicos.

Consideremos primeramente el caso en el cual nos interesan solamente los estados
en ciertos instantes uniformemente espaciados en el tiempo. Para simplificar supongamos
ademas que el espaciamiento es de una unidad de tiempo, partiendo del instante cero.
Siempre puede formularse asi el problema usando un cambio de escala adecuado. En este
caso T es el conjunto {0,1,2,3,..........}. La evolucion del sistema estara dada entonces por
fa sucesion {;_)Q,p 1P2iPZsesrvenaene } '

* Diametro a la altura del pecho (1,3 m sobre el suelo).
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Ya que el comportamiento del sistema depende unicamente de su estado y de
nuestra accion sobre el sistema, el cambio de estado entre los instantes t y t -+ 1 se puede
representar’ por una transformacion (funcion de transicion).

Pt4 1 =T (Pr,ap).
donde q es un vector que describe nuestra accion sobre el sistema en el momento t, y que
{lamaremos vector de control (Beliman, 1956; Bellmany Kalaba, 1965). En otras palabras,
el estado al tiempo t + 1 es una funcion T del estado al tiempo t y del vector de control

al tiempo t.
Puede observarse que la evolucion del sistema queda completamente especificada
dando el estado inicial pg, la funcion T y el programa de control {q : t = 0,1,2,.cc.ccc...}

En efecto, el estado al tiempo n puede calcularse aplicando n veces la funcion T :
p1 =T (pPo.9p)
py =T (pq1,p1)

pn=T(pn_1:qn_ 1)r
O sea:
pp = T(T(..T(T(T(pg.ap).a1).92)---.An — 1).9p)-

En el caso de los modelos de rodal, nuestras acciones son generalmente interven-
ciones silvicolas (cortas parciales) que equivalen a cambios de estado que podemos consi-
derar como instantaneos. Para simplificar el problema, podemos considerar entonces ani-
camente la evolucién del rodal entre dos intervenciones sucesivas, prescindiendo del vec-
tor de control. Nuestra funcion de transicion serd entonces simplemente

Pry1 =T (P (1)

Esta ecuacion puede escribirse también, restando p; en cada miembro:

Pt+ 1 _pt=T (pt) — Pt -
o bien:
ap =f(p) . (2)

Cualquiera de las dos formas, (1) o (2), es adecuada para un modelo matematico
de rodal.

Pasemos ahora al caso continuo. A veces interesa considerar el proceso como con-
tinuo en el tiempo, o sea,{ p(t) }con t variando continuamente en un intervalo. T seria el
intervalo [0,00).

Si, como en el caso descrito, consideramos puntos separados a intervalos At en el
tiempo, el estado al tiempo t + &t sera una funcién del estado al tiempo t. Esta funcion
depende también del tamaiio de los intervalos considerados:

p(t +4t) =T [p(t)At].

La funcién T puede desarrollarse en serie de Taylor alrededor de t, dando una ex-

presion de la forma
p(t + &t) = p(t) + f [p(t)]Aat +o(At),
donde o (At) denota los términos de orden menor que At, o sea, tales que

im o0& = ¢
st—»0 AN § ’

Se tiene entonces



p(t+at) —p(t) _ (o)
B e =+ 5

Si consideramos intervalos At cada vez més pequefios, cuando At tiende a cero,
en el limite:

Aim p(t+AAt}[—D<t) :dpd{” =flp (1],
O sea.:
dp _

que es analogo a (2).

EJEMPLOS DE MODELOS DE RODAL
Ejemplo 1

Supongamos que nos interesa solamente el desarrollo en la altura dominante
de un rodal coetdneo. Tomemos como vector de estado la altura dominante H. Enton-
ces S = R, el conjunto de los nimeros reales. El desarrollo en altura dominante se consi-
dera usualmente independiente del manejo y, por lo tanto, de otras caracteristicas del ro-
dal distintas de Ia altura, de modo que es un vector de estado adecuado.

Consideremos un-modelo en tiempo discreto con intervalos de un aifo. De acuerdo
con (1), la altura al afio t + 1 depende de la altura ‘al afio t:

He 1 =T (Hy.

Supongamos que la funcion T es lineal

Ht +1= a+ b Ht'

Esta ecuacion, junto con la altura inicial Hy, determina completamente el desa-

rrollo en altura (para una discusion de este tipo de ecuaciones véase Goldberg, 1964):

Hy=a+bHg
Hz =a+ab +ab? + b3Hg

n—1
Ho=a X bX+b™g,
k=
de donde: a(l—b" 0
Hn————(——-)1 0 +b" Hg,

1
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= a — (——a. n :
Hy =325 = (52— —Hglb | (@)

También podria presentarse el modelo en la forma 2H = f (H):
AH=Ht+1 ~Hi=a+ (b—1)Ht,
O sea:
7 AH=a—cH,conc=1—b.
Consideremos ahora un modelo continuo de este mismo tipo. Segun (3):

-d{'- =f (H).
Supongamos que fd es lineal:
_dH_ = H
il +8

Esta ecuacion, junto con la altura inicial (o la altura Hg en un momento dado to),
también determina el desarrolio en altura:

__dH
a— H

H ¢
dH_ | g
a —3H tg
Ho

—5LInla—gH) — In(a—BHg) 1 =t—tg

=dt

.

a—-BHo

H= —&— (& —Hgle B(t-10).

Se ve que esta expresion es del mismo tipo que (4) y coincide con eila tomando

b=e By-2a _ - _a |
Y1p 8
Ejemplo !
En un rodal coetdneo, tomemos como vector de estado el trio X = (B,D,H), forma

do por el drea basal, didmetro medio y altura dominante. Aqui S = R2. Consideremos lo

incrementos anuales
axX = f(X),

o bien, escrito de otra manera:
AB = f1(B,D,H)

AD = f5(B,D,H)
AH = f5(B,D,H).

Supongamos que las ecuaciones son de la siguiente forma:
4B =aq1B +a15D +ay3H + by
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AD = 8218 + 8220 +823H + b2
AH = aggH + b3,

Considerando a X como un vector columna, éste sistema de ecuaciones en dife-
rencias puede abreviarse usando notacién matricial:

AX =AX+Db,
donde
311 312 23 by
A= 132132283 |yb = |b,
‘0 0 agy b3

Se puede resolver esta ecuacion para obtener el estado después de n afios a partir
de un estado inicial X. Para ésto hagamos la sustitucion

X=Y-A~Tp
Entonces

AY=AY,obien,Yt+1=(A+I)Yt.
Aplicando repetidamente esta relacion de recurrencia:

Y1 =(A+1) Yo

Y2 = (A + | ) Yo

=(A+1)"Yq |
Volviendo a la varlable original se tiene:
=(A+ I)"(x0+A—1 b)-A~1b
También se puede pIantear una versidn continua de este mismo modelo:

dax
dt

Este sistema de ecuaciones diferenciales se puede integrar, obteniéndose una for-
mula para X en funcion del tlempo a partir de cualquier estado inicial Xq. La solucion es
analoga a la del modelo discreto, coincidiendo con ella para valores enteros de t.

Es claro que todo lo anterior se aplica directamente a vectores de cualquier dimen-
sion finita.

En el Instituto Forestal se estd trabajando en un modelo de este tipo para pino
insigne. Se buscara un vector de estado conveniente y se estimaran Ay b usando datosde
parcelas experimentales de raleos.

=AX +b, X(t0)=
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Ejemplo 3

Consideremos un rodal coetaneo descrito por el vector de estado (V,N,H), donde
V es el volumen cuibico por hectarea, N es el nimero de arboles por hectéreay H es la al-
tura dominante. Sea M el peso seco total por hectirea del rodal.

El incremento anual bruto en peso seco del rodal es igual a la asimilacion fotosin-
tética menos las pérdidas por respiracion:

AM = asimilacion — respiracion
Hagamos los siguientes supuestos:

(i) El-incremento bruto en volumen de los fustes es proporcional al incremen-
to bruto en peso seco: AV oc &AM
(ii) La densidad se mantiene siempre lo suficientemente alta como para que

haya un aprovechamiento total del sitio. Entonces la asimilacion - por uni-
dad de superficie es constante.

(iii) La respiracion puede suponerse proporcional a la cantidad de tejidos vivos
y ésta proporcional a la superficie de los fustes. La superficie de los fustes
es proporcional al producto del diametro medio por la altura y el nimero
de arboles.

Entonces:
AV =a-—-bNHD,

Tenemos que reemplazar D en funcion de N,H y V. Supongamos un factor de for-
ma constante, o sea, V = f BH. Ademds, B =§-N D2 .

Eliminando B entre estas dos formulas y despejando D obtenemos
4 Vv

wf : NH .

D=";

Reemplazando en la férmula para el incremento bruto en volumen se tiene final-

mente
aV=a—-b'V VNH

Si suponemos que los raleos son suficientemente frecuentes e intensos, de modo
que la mortalidad natural sea despreciable, entonces AN = 0y el incremento neto del vo-

lumen es igual al incremento bruto.
Suponiendo un incremento lineal para la altura, como en el ejemplo 1, se tiene el

modelo completo:

AV =3a—b! VNH
AN=0
AH=c—dH .

Al contrario que en el ejemplo anterior, este sistema de ecuaciones no lineales
aparentemente no puede integrarse analiticamente. Una versidn continua de este modelo
fue formulada por Garcia (1968) y usada para simular el efecto de distintos programas de
raleos usando un computador analégico. Una version modificada, incluyendo mortalidad
natural, ha sido programada para trabajar en forma conversacional en el Sistema APL/360.
En el Anexo se presenta un ejemplo de su funcionamiento.
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Ejemplo 4

Examinemos el método de proyeccion de Reynolds a través de los conceptos que
hemos planteado aqui.

Como estado se toma el nimero de érboles por hectarea por clase de DAP. Este
puede representarse por una sucesion infinita de nGmeros reales {xq , X , X3 ,...... }
donde x; es el numero de arboles por hectdrea en la clase i. También podemos limitarnos a
un numero finito de clases de DAP, suficientemente grande, teniendo entonces un vector
de estado de dimension finita. .

Veamos como se obtiene la funcién de transicion. El razonamiento se describe
graficamente en la figura 1. En ella se representa primeramente una distribucion de los

érboles por clases de DAP para lasclasesi — 1, i, i+ 1, en el afio t.

-—— - - -

t X:
i1
S T
! \
i—1 i i+1 —
a
|/§h' |
: ' ' !
i ! I [
I e I
| 1 } .
t— 1 ] ! I |
I ! 1 l
=
C|_1 cl CA,H
FIGURA 1

En la segunda parte de la figura se observan los nimeros de érboles al afio siguien-
te, que se han desplazado en cantidades iguales a los crecimientos diametrales anuales
(¢ }. Si el ancho de las clases de DAP es a, se ve que el nimero de arboles en la clase i al

aiot+ 1es
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C:X; C; X:
it i—-1%i-1t
a1+ 3

Xit+1~ %t~
Luego, haciendo c; /a= b; , la funcién de transicion estd dada por las ecuaciones

Xig g 1=0j 1 X1+ (=) x;pii=1,23,... (5)

o bien

Ax:

'=b.

- i=1,23,..

1% —1-bpx;ii

i—
Convenimos que las variables xq; representan la regeneracién que entra a la prime-
raclase de DAP elafiot + 1,y que bg = 1.
Las ecuaciones (5) pueden también representarse en forma matricial usando la

matriz. , _ —
1—-by O 0o 0. 0 0
by 1-Dby 0 0. 0 0
0 by 1 - bg 0. 0 0
0 0 b3 1 - Dby 0 0
L-0 0 0 0. .. b,_3 1—b£'

y obtener expresiones para el estado a partir de un estado inicial, tal como en el ejemplo 2
Esta notacién podria usarse para estudios teéricos, pero computacionalmente es mas efi
ciente trabajar directamente con las ecuaciones (5).

También puede formularse una versién continua de este modelo. Sea z el DAP,
c(z) la tasa de crecimiento diametral, y(z,t) la densidad de drboles segin diametro en el
instante t (limite de x;/a cuando a tiende a cero), yglz) la densidad inicial, tg el instantt
inicial y r(t) la tasa de aparicion de regeneracién al instante t. Entonces se llega, usando
el mismo argumento de la figura 1, desarrollo en serie y paso al limite, a la ecuacion en

derivadas parciales
3y 4 2clzly _ o
at 3z

con las condiciones de contorno
y (ztg) = vyq (2)

y (0,t) =r (t).
La solucion es:



1. [F~Y(F(z) —t +t9)lyg [F~YFz) —t+ tgl], para F(z2)Zt — 1

c(z)
Yy
<0 ¢ [t — F(2)), para F(z) St —tg,
c(z)
donde z
Flz) = de
0c x)

Conviene hacer notar que este modelo contiene dos supuestos poco satisfactorios.
En primer lugar, supone que el comportamiento del rodal depende sélo de los dismetros
de los drboles. Podria describirse mejor el sistema agregando ademas en el vector de estado
las alturas y, en el caso de los bosques mixtos, las especies. El otro supuesto es que la tasa
de crecimiento en diametro de cada arbol depende sélo de su didmetro. Es claro que el
crecimiento de un arbol depende del tamafio y nimero de sus vecinos, de modo que la
tasa de crecimiento debe ser una funcién mas complicada del vector de estado.

Ejemplo 5

Examinaremos brevemente la estructura de un tipo de modelo que se ha usado
para simular el desarrollo de una porcién pequefia de un rodal, a través del desarrollo de
érboles individuales, Para concretar, tomaremos como ejemplo un modelo propuesto por
Newnham (1964, 1968 a, 1968 b) para rodales coetdneos.

En el modelo de Newnham el estado de la porcién de rodal (parcela) cuyo de-
sarrollo se va a simular se caracteriza, en un momento dado, por la edad del rodal y por
el DAP y posicién de cada drbol en la parcela. Este estado se proyecta, usando periodos
de 5 afios, a través de los cambios en el DAP de cada drbol. = E| incremento -periodico
en DAP de un arbol se supone una funcién lineal de su DAP, de la edad y de un “indice
de competencia’’ que analizaremos luego. Si este incremento resulta ser menor que cierta
cantidad se supone que el drbol muere.

E! indice de competencia intenta reflejar el efecto del tamafio y cercania de los
drboles vecinos sobre el crecimiento de un arbol. El usado por Newnham se basa en un
circulo de competencia dentro del cual el drbol competiria por los factores de sitio, y
que se supone equivalente a la proyeccion de la copa de un arbol del mismo tamafio cre-
ciendo en terreno abierto. Experimentalmente se ha determinado que tal didmetro de
‘copa es una funcién aproximadamente lineal del DAP. El indice de competencia para un
érbol determinado se define seglin los traslapos de los circulos de competencia en la forma
descrita en la figura 2 (para otros indices de competencia véase: Opie, 1968; Mitchell,
1969; Van Laar, 1969).
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5
Indice competencia = X 6;/2n

FIGURA 2

Para pasar de un estado de la parcela a su estado en el periodo siguiente, el proce
dimiento consiste en calcular para cada arbol su indice de competencia y, con éste, st
incremento diametral.

Este tipo de modelos puede interpretarse de distintas maneras haciendo uso de los
conceptos discutidos aqui. La forma mds directa es considerar un solo sistema: la parcel:
completa. Entonces el vector de estado estd compuesto por las posiciones de todos los ar
boles (especificadas por ej. con coordenadas rectangulares), una o mas variables de .estadc
para cada arbol y, opcionalmente, una o mds variables de estado globales para el rodal. En
el modelo que hemos descrito, las variables de estado para cada arbol serian su DAPvy st
edad, si es que la edad se considera como edad de cada arbol. La edad puede considerarse
alternativamente como una variable global para el rodal. Si en lugar de la edad usdramos la
altura dominante, ésta seria necesariamente una variable global. La funcién de transicior
seria el procedimiento que permite pasar de un estado al estado en el periodo siguiente
Cabe hacer notar que la funcién de transicién no necesita tener una expresion analitica ce
rrada, a través de una formula, sino que es cualquier procedimiento que determine unive
camente un estado a partir del estado anterior (y del vector de control correspondiente, §
éste existe). En éste caso la funcion de transicion es un algoritmo mas o menos complica
do, programado para su ejecucién en un computador.

Otra forma de interpretar estos modelos es considerar la parcela como un sistem:
y los arboles como subsistemas. Cada subsistema estd caracterizado por su vector de es
tado (DAP y edad en el modelo de Newnham) y por su funcién de transicion.

La funcion de transicién de un subsistema determina su cambio de estado en fun
cion de su estado y de un vector de control que depende del estado de los demas subsiste
mas (p. €j. un indice de competencia). El estado y los cambios de estado del sistema (par
cela) quedan determinados entonces por los estados y cambios de estado de todos los sub

sistemas que lo componen.



DISCUSION

La idea principal que se ha tratado de exponer aqui es la aplicacion a la formula-
jon de modelos de rodal de un esquema basado en el concepto de sistema dinamico, uti-
r,_i;;ado especialmente por la Teoria del Control. De acuerdo a este esquema, la formulacion
ﬂs un modelo comprende dos partes: la especificacion de un vector de estado, que descri-
be al sistema en un momento determinado, y la especificacion de una funcién de transi-
gjon, que describe los cambios de estado. Aunque muchos autores han planteado modelos
de rodal que concuerdan con ésto, el establecer explicitamente este marco conceptual pue-
de contribuir a clarificar y guiar el estudio de los rodales forestales. Cabe hacer notar que
pstos conceptos de estado y funcién de transicién son validos no s6lo para modelos de
jodal, sino que también para muchos otros sistemas en los cuales el tiempo cumple un
ipl fundamental. »

Otro aspecto importante es la necesidad, en la gran mayoria de los casos, de user
rtores de estado multidimensionales para describir adecuadamente un rodal. Asi, en €l
so de un rodal coetaneo vimos que son necesarias por lo menos tres variables de estado
bara una descripcion satisfactoria. Otras variables de interés, como distintos tipos de vo-
jimenes, valores monetarios, etc., pueden calcularse como funciones de las variables de
pstado, si es necesario a través de ecuaciones de regresion. Esto contrasta con gran parte
el trabajo realizado sobre tablas de rendimiento, donde se ha usado como Gnica variable
fle estado el volumen por hectérea, agregando en algunos casos un indice de densidad. El
istema de las tablas de rendimiento es insatisfactorio para predecir el desarrollo de roda-
fes manéjados, sobre todo con especies de crecimiento rapido, por dos razones: uso de
Mectores de estado inadecuados, e intento de determinar directamente la relacion esta-
edad en lugar de usar funciones de transicion.
f Se pueden usar modelos en tiempo discreto o en tiempo continuo. Los modelos
fHiscretos son mas adecuados para trabajar en computadores digitales y generalmente son
Inés faciies de comprender para las personas con menos entrenamiento matematico. Los
bhodelos continuos son convenientes para la simulacion en computadores analdgicos y, en
‘gunos casos, se pueden prestar mas para el estudio matematico del sistema. Los modelos
ke rodal pueden usarse como guia para el manejo o en la investigacién en silvicultura, ex-
slotacion, mejoramiento genético, etc. (ver por ej.: Smith et alii., 1965; Newnham, 1966;
kai el alii., 1968).
" En las aplicaciones al manejo forestal, el modelo de rodal normaimente constituye
n submodeio dentro de un modelo de un sistema mas grande, el que puede contener
tros rodales, proyecciones de precios, otros subsistemas, y la relacion entre las variables
de estado vy un indice de eficiencia del sistema (Garcia, 1968).
Se puede entonces intentar la determinacion de los valores de las variables de con-
ol que maximizan el indice de eficiencia, usando técnicas de optimizacion adecuadas.
Si ésto no es posible hay que recurrir a técnicas de simulacién para llegar a una “buena”
salucién. Al formular un modelo de rodal con estos fines, es necesario entonces tener en
tuenta las dificultades computacionzles que pueda presentar.
: Ademas de lo anterior, del tipo y complejidad del modelo dependen también las
dificultades para determinar los parametros que sea necesario estimar en base a datos
experimentaies. Debe tenerse presente también, que el vector de estado utilizado determi-
na la informacion sobre el estado inicial del rodal necesaria para predecir su desarrollo.
En consecuencia, en la formulacién de un modelo de rodal con fines de manejo, debe lle-
garse a un compromiso entre el grado de afinamiento del modelo y la informacion requeri-
da para su uso, las posibilidades de estimar los parametros con la informacién disponible,
y las facilidades de optimizacion. ,

~
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Para el manejo de rodales coetaneos puros los mas adecuados parecen ser modelos
como los de los ejemplos 2 y 3. Lo ideal serfa un modelo basado en consideraciones eco-
fisiol 6gicas, tal como el del ejemplo 3. Para el modelo para pino insigne del Instituto Fo-
restal, sin embargo, la falta de una expresién teérica adecuada para la mortalidad natural
y dificultades de estimacion de los pardmetros debidas a deficiencias de los datos expe-
rimentales hacen preferible el uso de un modelo empirico similar al del ejemplo 2. Lali-
nealidad de ese modelo facilitara ademds su uso.

Para rodales multietdneos es necesario recurrir a modelos mas detallados, analogos
al del ejemplo 4 aunque més complejos. El desarrollo de modelos adecuados de éste tipo
requiere aun de bastante investigacion.

La investigacion bdsica necesaria para el desarrollo de los modelos mencionados
en el parrafo anterior, y para el perfeccionamiento de los otros modelos que se indicaron
para rodales coetédneos, puede guiarse en parte a través del estudio de modelos atin més
detallados, como los del ejemplo 5, aunque éstos no sean de aplicacion directa al manejo
forestal. Estos modelos a nivel de arboles individuales, que podriamos llamar modelos
estructurales, pueden ser Utiles, como ya se menciond antes, en investigaciones en silvicul-
tura, explotacion, genética, patologia, etc. El estudio de modelos estocasticos de éste tipe
también puede ser util.
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ANEXDO

EJEMPLO DE SIMULACION DEL DESARROLLO DE UN RODAL

A
‘ha marcado con un asterisco en el
iroen la informacién e instrucciones

yoducidas por el usuario.
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